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Abstract. 本稿第１部では、２次元位相的場の量子論をリボングラフの圏からモノイド圏上の自己
函手圏へのモノイド函手として捉えるという定式化を与える。ポイントはリボングラフ圏がこの函手
を通して全てのフロベニウス対象を決定するという事実にある。予備知識として必要なフロベニウス
代数や、位相的場の量子論・コホモロジー的場の理論からの基礎的な事項には丁寧な解説を与える。フ
ロベニウス代数係数の位相的漸化式についての一結果を与えて第１部を終える。
第２部では量子曲線の幾何理論を解説する。議論の焦点は、量子化のプロセスがヒッチンのスペク

トル曲線の変形族からオパーの族への移行であると理解する点にある。簡潔な説明を与えるために、種
数２以上のコンパクトリーマン面 C 上のヒッグズ束と SL2(C) オパーの場合に限定して話を進める。
この場合、量子曲線もオパーも全て古典的な概念である C 上の射影構造と全く同じものであることが
分かる。ここでも、射影座標系やヒッグズ束、オパー、非アーベル的ホッジ対応などの予備知識とし
て必要な事項には簡単な解説を与える。最近得られたオパーの構成に関するガイオットの一予想の解
決を紹介して本稿を終える。
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0. 序章： 古代の息吹き

紀元前４世紀から前１世紀ごろのものと推定される粘土板に、時間－運動量空間の幾何
を用いて木星の軌道が近似的に計算されていたのではないか、と示唆する論文が最近出版
されました [93]。この興味深い論文には新バビロニア時代の積分計算を示すとされる楔形
文字が刻まれた粘土板の写真が掲載されています。
木星の軌道は時間－座標空間内のグラフです。運動量を時間－運動量空間でのグラフと

して表すことによって、バビロニア人は運動量の積分をグラフと時間軸との間の面積とし
て可視化することに成功しました。その面積を台形近似で求めることによって、運動量の
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Figure 0.1. 時間－運動量空間での積分を示す楔形文字の刻まれた粘土板 [93]。

積分、すなわち座標空間での位置を、かなり正確に計算することができたのです。これはま
さにニュートンによる微分積分論の基本定理の原型がすでに知られていたことを意味しま
す。木星の天空における軌道の解析と、時間－運動量空間の幾何とを関係させるというこ
の新バビロニア時代のアイディアにはハッとさせられます。そこではすでに座標空間と運
動量空間とが同等に扱われており、まさにシンプレクティック幾何学の原点がそこにあっ
たのではないかと思わされるからです。
ここ半世紀の間に発見された、数学的数値や代数的公式を示唆する楔形文字が記された

多くの粘土板は私たちの想像をかき立ててくれます。その中で最も有名なものは、およそ
紀元前１８００年頃（古代バビロニア時代）に作られたとみられるプリムトン３２２です。
そこには１５のピタゴラス数が、直角三角形の斜辺の角度が４５度から６０度に増えてい
く順に並べて記されています。

Figure 0.2. プリムトン３２２　 [96]

古代バビロニア人は平方根の計算アルゴリズムを知っていました。
√
2の６０進数展開近

似を記した楔形文字粘土板が見つかっています。プリムトン３２２の実用的用途やピタゴ
ラス数を計算するアルゴリズムを知っていたか、などいろいろ議論はあるようですが [96]、
私たちのイマジネーションは粘土板の作者が感じたであろう驚きに向けられます。２番目
と３番目の列に記された数の組 (y, z)について z2− y2を計算すると、常に完全平方が得ら
れます。したがって、この数に対して平方根の計算アルゴリズムを当てはめると、計算は
有限回で終わり、厳密な値が得られます。こうして無限が続く森の中で有限性の花に出会
う。複雑な函数が現れると思われる所で多項式に遭遇する時に私たちは同じ感動を覚えま
す。有限性に美しさを見出す感性は数学をする私たちの心の中に今も宿っているのです。
図 0.1の粘土板にはなんの絵も描かれていません。[93] の著者は、なんの意味もないよ

うに見える数字の羅列の中に、惑星運動の深い幾何学的探求が秘められているのだと説得
力を持って訴えかけます。この発見にも私たちのイマジネーションがそそられます。代数、
幾何、天文学の織りなすタペストリー、そして運動量座標と位置座標とを同等に扱う素晴
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らしい視点。この粘土板に数値を書き込みながら、作者は何を考え、何を感じていたので
しょうか？それは私たちを取り巻く天界の現象が、数学によってピタリと記述できるのだ、
という「発見の鋭い喜び」ではなかったでしょうか？今私たちは、岡潔の言葉を思い出し
ます。「発見には必ず発見の鋭い喜びが伴う。この『発見の鋭い喜び』という言葉は物理
の寺田寅彦先生の言葉です（岡潔講義録１５）。」
粘土板に絵がないこともさることながら、新バビロニア時代の計算値の正確さには驚愕

させられます。これは、ほぼ同じ頃に完成したユークリッドの原論と好対照をなします。
原論には、私たちがよく知っている美しい幾何学図形のみならず、数々の驚くべき証明が
描かれています。その中で、公理的方法論が確立されたのでした。ここに、様々な方法を
用いて未知の量を高度の正確さで計算できる技術と、その公式を有限性の原理に基づいて
証明するという行為の二項対立が、すでに見られます。この二項対立こそが、本稿の著者
二人の共同研究の出発点、動機だったのでした。私たちの研究分野の中で、理論物理学者
たちの研究から鋭い公式が発見されてきました。そのいくつかには著者たちによって証明
が与えられました。それでも今なお、私たちは全てを理解しているわけではないのです。
本講義録の第１部ではセルグラフによる２次元場の量子論の新しい定式化を与えます。

タイプ (g, n)のセルグラフとは、種数 g ≥ 0の向きづけられた境界のないコンパクト位相
曲面の単体分割の 1-切片（1-スケルトン）のことをさします。ここで、nは順序付けられ
た０次元単体の数を表します。０次元単体はセルグラフの頂点を与えます。この概念には
他にもいろいろな呼び名があります。例えば、リボングラフ、デッサン・ダンファン、地
図、埋め込まれたグラフ、曲面グラフ、等々。私たちがセルグラフという呼び名を使うの
は、曲面の静的性質ではなく、動的性格、特に複素構造の変形と退化とに現れる性格を表
したいからなのです。グラフというのは１次元の対象ですが、セルグラフでは曲面の単体
分割に現れる２次元単体として、「面」の概念が生きています。
単体分割の１次元単体を辺と呼びます。少しぎこちない言い方ですが、half-edgeの訳

語として、「半辺」を使うことにします。これは、各辺の中点で辺を２等分したものです。
各頂点に繋がっている半辺の数が、その頂点の次数です。著者たちの前のレクチャーノー
ト [33] で説明されているように、次数 2mの頂点を一つだけ持ったタイプ (0, 1)のセルグ
ラフの数は 1

2mCmで与えられます。ここで、

Cm =
1

m+ 1

(
2m

m

)
はm次カタラン数です。カタラン数の母函数

z = z(x) =

∞∑
m=0

Cm
1

x2m+1

は代数方程式

(0.1) x = z +
1

z

を充します。前のレクチャーノート [33, Section 2] で展開されたストーリーは、任意のタ
イプ (g, n)のセルグラフの数え上げ問題が代数曲線 (0.1)の量子化によって解決される、と
いうものでした。量子化の鍵を与える公式は、[33, Catalan Recursion, Section 2.1] で得
られた組み合わせ論的方程式のラプラス変換に由来します。そして、この組み合わせ論の
方程式はセルグラフの辺縮約変換が数え上げにどう影響するかを解析することで得られた
のでした。
本稿で展開したい新しいストーリーは、セルグラフのなす圏が全ての２次元位相的場の

量子論の情報を含んでいる、という話です。そのために、2D TQFTを公理的方法でセル
グラフの圏からのある函手として与えます。基本となるアイディアは簡単なもので、上述
したのと全く同じ辺縮約変換がフロベニウス代数を特徴づけている、ということに尽きま
す。２頂点を結ぶ辺を縮めると、２点が衝突して１点になります。これは積を表します。
もし辺がループなら、それはセルグラフが描かれた曲面のサイクルなので、それを縮める
ことは繋がれた頂点を二つの新しい頂点に分裂する操作になります。こうして余積を表す
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ことができます。グラフが曲面上に描かれているので、積と余積との間に関係が生じ、そ
れがフロベニウス構造を定めるのです。
本稿では、まずフロベニウス代数の定義から始め、続く節で位相的場の量子論（TQFT）

とコホモロジー的場の理論（CohFT）を解説します。セルグラフの圏を導入した後、それ
が全てのフロベニウス代数を生成することを説明します。セルグラフと 2D TQFTとの直
接の関連も明らかにされます。
上述した組み合わせ論的方程式のラプラス変換は位相的漸化式 [42, 76, 77] の名で呼ば

れるもので、本稿のライトモチーフを為します。本稿の主役である量子化の過程を位相的
漸化式の観点から見ることもできます。著者たちのものも入れて [9, 33, 40] すでに多くの
解説記事が位相的漸化式の話題について書かれているので、本稿では軽く触れるだけにと
どめますが、第１部の最後で 2D TQFT係数の位相的漸化式に関した新しい結果を紹介し
ます。
新バビロニアの政治体制はは紀元前５３９年にペルシャのキュロス大王によって滅ぼさ

れました。同じペルシャの地に２５世紀後に生まれる天才マリアム・ミルザハニ（１９７
７–２０１７）の名前を著者の一人（MM）が初めて耳にしたのは、２００４年５月のこと
でした。夜遅くフランスから到着したマキシム・コンツェヴィッチを空港まで迎えに行き、
デービスへ帰る途中で寄ったサンフランシスコで寿司をつまみながら彼は熱っぽくミルザ
ハニの仕事 [76, 77]を語り聞かせてくれました。その興奮した語り口は彼女の仕事が彼に
与えたインパクトを如実に物語っていました。その３ヶ月後、著者はリスボンで開かれた
研究会でミルザハニの定理を紹介し、[83]で結実する可積分系との関連を述べました。一
番前のかぶり付きで熱心に聞いていたのは物理学者のマルコス・マリニョです。マリニョ
はフルヴィッツ数の母函数がミルザハニの発見した境界付き双極曲面のモジュライのヴェ
イユ－ピーターソン体積の充す漸化式のラプラス変換と全く同じ関係式を充すことを後に
共同研究者と共に予想し [13]、その解決の鍵の一つとして [83]を挙げました。挑戦を受け
たように感じた著者は２年をかけてその予想を解決しました [41, 86]。そこで確立された
フルヴィッツ数の新しい漸化式の応用の一例として、ヴィラソロ関係式を与えるウィッテ
ン予想 [101]の証明が純粋に代数幾何の範囲内でたった半ページで与えられること、同時
に λg-予想 [43]がやはり半ページで証明できることを示しました [86]。二つの大定理が瞬
く間に証明できたのは、[86]でフルヴィッツ数のラプラス変換が多項式になることを発見
したことによります。
ミルザハニの扱ったヴェイユ－ピーターソン体積 [76, 77]も自然に双極曲面の境界の長

さの多項式で与えられます。これはものすごい驚きでした。この多項式性を用いて、彼女
はウィッテン予想のヴィラソロ版を初めて純粋に幾何学的手法で証明したのでした。全く
直接の関連のないヴェイユ－ピーターソン体積とフルヴィッツ数とが同じ多項式性を持つ
のは、点付き安定代数曲線のモジュライ空間のコホモロジー類の交叉理論が背景にあるか
らなのです。ミルザハニによるヴェイユ－ピーターソン体積も、カタラン数も、フルヴィッ
ツ数も、ラプラス変換をすると全く同じ形の漸化式、すなわち位相的漸化式を充します。
位相的漸化式がこれらの隠れた関連を示唆している。ここで、ラプラス変換はミラー写像
に対応し、位相的漸化式が一般種数のBモデルを与える、というのがマリニョに由来する
私たちの理解です [11, 12, 44]。ところで、後者二つについてはその量子曲線が知られてい
ます [84, 85, 104]が、ミルザハニ理論に対応する量子曲線は未だに分かっていません。

[42]の著者の一人オランタンの学位審査員でもあったコンツェヴィッチは、位相的漸化
式の発展の中で早くからそのシンプレクティック構造に注目していました。新バビロニア
を下ること２５００年、２１世紀の幾何であるシンプレクティック幾何がここで再び登場
します。境界のない向きづけられた多様体X のコホモロジー環はフロベニウス代数の一
例です。もし多様体が偶数次元で、偶数次のコホモロジー

(0.2) A = Heven(X,Q)

だけを考えるなら、可換なフロベニウス代数が得られます。それは 2D TQFTと等価です。
今X をシンプレクティック多様体としましょう。その種数０のグロモフ－ウィッテン不
変量は、シンプレクティック構造を本質的に使うことによって大量子コホモロジー環と呼
ばれる Aの量子変形を決めます。さらに、この量子構造はX のミラーである複素解析空
間 Y を定義します。Y の複素幾何がX の量子コホモロジーを捉えているわけです。とこ
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ろで、グロモフ－ウィッテン不変量は任意の種数で定義することができるので、次の疑問
がわきます。

問い 0.1. 複素解析空間 Y の上のどんな構造がシンプレクティック多様体X の種数１以
上のグロモフ－ウィッテン不変量に対応するのでしょうか？

もしX のグロモフ－ウィッテン不変量を種数０から高種数へと移行させることを量子
化と捉えるなら、Y の上では複素幾何の量子化を考えることになります。その候補となる
のがD加群の理論です。この設定でピタリとくる概念のなかで一番簡単なのが量子曲線と
呼ばれるものです。量子曲線と Bモデル幾何との関連は [2, 22, 20, 30, 31, 33, 54, 55]な
どで考察されました。量子曲線のアイディアがうまくいくのは、Xの種数０のグロモフ－
ウィッテン理論に対応する複素解析空間 Y の情報が、代数的あるいは解析的曲線で捉えら
れる場合です。この曲線は、他の数学の分野、例えば可積分系の理論やランダム行列の理
論、ヒッグズ束のモジュライ上のヒッチン系の理論などでは、スペクトル曲線とよばれるも
のに他なりません。スペクトル曲線は底曲線と呼ばれる別の曲線への射影写像を伴って現
れます。つまり底曲線の被覆曲線になっているわけです。量子曲線は、シンプレクティッ
ク曲面のラグランジアン部分多様体であるスペクトル曲線を量子化して得られる、底曲線
上のD加群なのです。
フロベニウス代数 A = Heven(X,Q)上の CohFTはX のグロモフ－ウィッテン理論と

似た役割を果たすので、CohFTは 2D TQFTを量子化していると考えることができます。
このプロセスは量子化の二つの段階を経て完成します。一つ目は古典的コホモロジー環
Aから量子コホモロジー環への移行で、ミラー対応を与えます。もしミラーの複素幾何が
曲線で与えられるなら、量子化の第二段階はスペクトル曲線から量子曲線への量子化と平
行なものになっているはずです。CohFTを、安定曲線のモジライの０次コホモロジー群
H0(Mg,n,Q) へ制限して得られる 2D TQFTから位相的漸化式を使って回復するという
[39] の定理も、量子曲線構成のアナロジーで理解することができるだろうと考えられます。
本稿第２部では量子曲線を扱います。著者たちは既に量子曲線と位相的漸化式との関連

を解説したレクチャーノート [33]を出版したので、本稿ではヒッチンのスペクトル曲線の
量子化の過程をオパーの立場から見た幾何として捉える視点に絞って解説することにしま
した。私たちの研究論文 [28, 29, 34] で展開された一般論ではなく、ここでは群を SL2(C)
に限って理論のアイディアを説明します。この場合には、ガニング [56] による種数２以上
のコンパクトリーマン面上の射影構造が、SL2(C)オパーやヒッチンスペクトル曲線に対
応する量子曲線の概念と実は全く同じものになっていることを解説しようと思います。非
アーベル的ホッジ対応とオパーの構成とを結ぶ物理学者ガイオットのある予想 [47]と、私
たちの共同研究で得られたその解決 [29]とを紹介して、本稿を締め括ります。
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Part 1. 位相的場の量子論

1. フロベニウス代数

標数０の体K を一つ固定します。本稿ではK = QかK = Cの場合をおもに考察しま
す。K 上定義された有限次元の、単位元を持った結合的代数 Aを考えましょう。Aが双
代数の場合には余積を含む幾つかの構造が追加されます。有限群 Gの群環 A = K[G]は
双代数の一例です。群環K[G]の代数構造は群Gの積から自然に決まりますが、余大数と
しては二つの相異なる構造が存在します。一つはフロベニウス代数の構造で、もう一つは
ホップ代数の構造です。その違いは、どの次元の位相不変量を考察しているかを反映して
います。２次元トポロジーを扱うならフロベニウス代数が便利です。３次元ならホップ代
数が自然です。
それではフロベニウス代数の定義から始めましょう。

定義 1.1 (フロベニウス代数). K上有限次元で、単位的かつ結合的な代数Aに跡と呼ばれ
る線型写像 ϵ : A −→ K が存在して、ϵ(ux) = 0または ϵ(xu) = 0が全ての元 x ∈ Aにつ
いて成り立つような元 u ∈ Aは u = 0に限る場合に、Aをフロベニウス代数といいます。

命題 1.2. A1とA2がフロベニウス代数ならば、その直積A1 ⊕A2やテンソル積A1 ⊗A2

はともにフロベニウス代数です。K 上のフロベニウス代数の圏 A から作られた三つ組
C = (A,⊗,K)はモノイド圏になります。

証明. Ai, i = 1, 2の跡を ϵi : Ai −→ K で表すと、(A1 ⊕ A2, ϵ1 + ϵ2) はフロベニウス代数
になります。同様に、跡

ϵ1 · ϵ2 : A1 ⊗A2 ∋ u1 ⊗ u2 7−→ ϵ1(u1)ϵ2(u2) ∈ K

はA1 ⊗A2 にフロベニウス代数構造を与えます。 □

例 1.3. １次元ベクトル空間 A = K に跡を ϵ(u) = uで定めたものは可換単純フロベニウ
ス代数です。また、A = K⊕nに跡を ϵ(u1, . . . , un) = u1 + · · ·+ un ∈ Kで与えると、可換
半単純フロベニウス代数が得られます。

例 1.4. n× n次全行列環A = Matn(K) に通常の行列の跡 ϵ(u) = trace(u) を入れたもの
は n ≥ 2なら非可換単純フロベニウス代数になります。

例 1.5. 上述したように、有限群 Gの群環 A = K[G]はフロベニウス代数です。その跡
ϵ : K[G] −→ K は g ∈ G の函数

ϵ(g) =

{
1 g = 1

0 g ̸= 1

を群環上に線型拡張したものです。

注意 1.6. もし全ての g ∈ Gに対して ϵ(g) = 1と定義し、逆元を取る操作を線型に拡張し
て対合射を与えれば、群環はホップ代数の構造を持ちます。

例 1.7. 向きづけられた境界のない n次元コンパクト微分可能多様体のコホモロジー環
H∗(M,R)に跡写像

ϵ : H∗(M,R) −→ Hn(M,R) = R
を入れたものはフロベニウス代数です。

上記のコホモロジー環の例は、一般のフロベニウス代数にもポアンカレペアリングに当
たるものがあるのだろうかという疑問を抱かせます。実際、跡 ϵ : A −→ K を使って定義
されるフロベニウス双線型形式

(1.1) η : A⊗A −→ K, η(u, v) = ϵ(uv)

がその対応物になっています。それはフロベニウス結合律

(1.2) η(uv,w) = η(u, vw), u, v, w ∈ A
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を満たします。定義 1.1 で要請される跡 ϵの条件は、まさにフロベニウス形式が非退化で
あることを意味します。したがって、それは自然な同型

(1.3) λ : A
∼−→ A∗, ⟨λ(u), v⟩ = η(u, v), u, v ∈ A

を定めます。可換図式

(1.4) A

λ
��

δ // A⊗A

λ⊗λ
��

A∗
m∗

// A∗ ⊗A∗

によって、この同型は余積 δ : A −→ A⊗Aを引き起こします。ここで、m∗ : A∗ −→ A∗⊗A∗

は積写像m : A⊗A −→ A in Aの双対です。私たちは積の可換性を仮定していないので、
ペアリング

(A∗ ⊗A∗)⊗ (A⊗A) −→ K

はテンソルの内側から計算されます。例えば、α, β ∈ A∗と u, v ∈ Aに対して、

(1.5) ⟨α⊗ β, u⊗ v⟩ = ⟨α, ⟨β, u⟩v⟩ = ⟨β, u⟩⟨α, v⟩

と計算します。結合的な積の双対として、余積 δは余結合律

(1.6) A⊗A
δ⊗1

&&
A

δ
88

δ &&

A⊗A⊗A

A⊗A
1⊗δ

88

を充します。同様に、単位元 1 ∈ A の λ による双対は跡 ϵ ∈ A∗ になります。つまり
λ(1) = ϵ が成り立ちます。これは

η(1, u) = η(u,1) = ϵ(u)

から分かります。こうして双代数を構成する全ての構造 (A,1,m, ϵ, δ) が決まりました。

命題 1.8. 双代数 (A,1,m, ϵ, δ) の代数構造と余代数構造の間に次の両立条件が成り立ち
ます。

(1.7) A⊗A⊗A
m⊗1

&&
A⊗A

1⊗δ
88

m //

δ⊗1 &&

A
δ // A⊗A.

A⊗A⊗A
1⊗m

88

注意 1.9. 逆に、フロベニウス代数を,両立条件 (1.7)を充し、非退化なフロベニウス形式
(1.2)を持つような双代数として定義することもできます。

証明. Aの次元を r = dimK Aだとし、そのK基底 ⟨e1, e2, . . . , er⟩を一つとります。双線
型形式 ηは r × r行列

(1.8) η = [ηij ], η−1 = [ηij ], ηij := η(ei, ej)

を定めます。元 v ∈ Aの基底展開は

(1.9) v =
∑
a,b

η(v, ea)η
abeb =

∑
a,b

η(ea, v)η
baeb
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で与えられます。

(1.10) δ(1) =
∑
a,b

ηabea ⊗ eb

に注意して、(1.4)と (1.5) とから余積を

δ(v) =
∑
i,j,a,b

η(v, eiej)(η
jbeb)⊗ (ηiaea)

=
∑
i,j,a,b

η(vei, ej)(η
jbeb)⊗ (ηiaea)

=
∑
i,a

(vei)⊗ (ηiaea)

= (m⊗ 1)(v ⊗ δ(1))

と計算することができます。従って、

(1⊗m) ◦ (δ ⊗ 1)(u⊗ v) = (1⊗m)

∑
i,j,a,b

η(u, eiej)(η
jbeb)⊗ (ηiaea)⊗ v


=
∑
i,j,a,b

η(uei, ej)(η
jbeb)⊗ (ηiaeav)

=
∑

i,j,a,b,c,d

η(uei, ej)(η
jbeb)⊗ ηiaη(eav, ec)ηcded

=
∑
i,a,c,d

uei ⊗ ηiaη(ea, vec)ηcded

=
∑
c,d

(uvec)⊗ ηcded

= (m⊗ 1)(uv ⊗ δ(1)) = δ(uv)

が得られます。同様に、

(m⊗ 1) ◦ (1⊗ δ)(u⊗ v) = (m⊗ 1)

u⊗ ∑
i,j,a,b

η(v, eiej)(η
jbeb)⊗ (ηiaea)


=
∑
i,j,a,b

uη(vei, ej)(η
jbeb)⊗ (ηiaea)

=
∑
i,a

uvei ⊗ ηiaea

= (m⊗ 1)(uv ⊗ δ(1)) = δ(uv)

が従います。これで、命題 1.8の証明ができました。 □
注意 1.10. 次節以降で使うので、ここで、もしAが可換なら、

(1.11) η
(
ei1 · · · eij , eij+1 · · · en

)
= ϵ(ei1 · · · ein), 1 ≤ j < n

は添字の置換について完全対称であることに注意しておきます。

定義 1.11 (オイラー元). フロベニウス代数Aの元

(1.12) e := m ◦ δ(1)
をオイラー元と呼びます。その基底展開は

(1.13) e =
∑
a,b

ηabeaeb
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で与えられます。

オイラー元は 2D TQFTの種数展開を定めます。つまり、TQFTの種数０の部分から、
任意種数の相関函数を計算することを可能にするのです。
基底展開 (1.9)別の応用として、積と余積とを関係させる式

(1.14) (λ(u)⊗ 1) δ(v) = uv

を挙げておきます。これは次のように計算されます。

(λ(u)⊗ 1) δ(v) = (λ(u)⊗ 1)
∑
a,b

(vηabea)⊗ eb

=
∑
a,b

η(u, vea)η
abeb

=
∑
a,b

η(uv, ea)η
abeb = uv.

2. 位相的場の量子論

この節では、TQFTの簡単なおさらいをします。この１０年ほどの間に、一般次元、お
よび次元をミックスした位相的場の量子論に数学上の爆発的な進展がありました。（例え
ば [15, 72] や、これらに触発された最近の文献を参照してください。）本稿ではそれには
触れず、２次元の特殊性に限って議論を展開したいと思います。特に、フロベニウス代数
は今後は有限次元かつ可換なものに限ることにします。すでに [1, 19]で示されたように、
2D TQFTはこのタイプのフロベニウス代数で分類されることが知られています。実は、
以下でセルグラフの圏を展開する理由の一つは非可換なフロベニウス代数を考慮するため
なのですが、その点については私たちの論文 [36] で考察する予定です。
共形場の理論と位相的場の量子論の公理的定式化は１９８０年代にアティヤー [4]とシー

ガル [97] によって発見されました。(d− 1)次元のTQFTは、(d− 1)次元の向きづけられ
た微分可能閉（すなわちコンパクトで境界のない）多様体のなすモノイド圏から、K上の
有限次元ベクトル空間のなすモノイド圏へのモノイド函手Zとして定義されます。(d− 1)
次元の微分可能多様体のなす圏のモノイド構造は多様体の直和で与えます。これは可換な
作用です。空集合との直和が単位作用です。従って、ベクトル空間のモノイド圏の作用は
対称テンソル積で与えて函手 Z を定義します。体K がテンソル積の単位作用なので、函
手は非自明条件

Z(∅) = K

を充し、(d− 1)次元微分可能多様体の直和をベクトル空間の対象テンソル積に対応させま
す。d次元の向きづけられた境界付きの多様体が定める境界の間のコボルディズムが (d−1)
次元多様体の圏の射を与えます。函手 Z はコボルディズムを線型写像に対応させます。
向きづけられた (d− 1)次元閉微分可能多様体M の向きを変えたものをMopと書くこ

とにします。函手 Z には双対条件

Z(Mop) = Z(M)∗

を課します。ここで、Z(M)∗はベクトル空間 Z(M)の双対空間を表します。N が d次元
の向きづけられた境界付き微分可能多様体であるとは、境界 ∂N が (d− 1)次元閉微分可
能多様体で、補集合N \ ∂N が d次元の向きづけられた開微分可能多様体になっているこ
とを意味します。境界 ∂N にN から誘導された向きを与えるならば、TQFT函手 Zはベ
クトル空間 Z(∂N) の元

Z(N) ∈ Z(∂N)

を定めます。もしN が閉多様体なら ∂N = ∅で、数
Z(N) ∈ Z(∅) = K

はN の位相不変量です。
今度は多様体N1の境界が

∂N1 =Mop
1 ⊔M2
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で与えられているとしましょう。M2にはN1から誘導された向きを与え、M1にはその反
対の向きを与えます。これは、N1がM1からM2 へのコボルディズムを与えると解釈で
きます。この時、函手 Z は元 Z(N1) ∈ Z(M1)

∗ ⊗ Z(M2) を定めます。これは線型写像

Z(N1) : Z(M1) −→ Z(M2)

を与えることと同値です。さらに境界

∂N2 =Mop
2 ⊔M3

を持った多様体N2があって、線型写像

Z(N2) : Z(M2) −→ Z(M3)

を定めているなら、N1とN2を共通の境界成分M2に沿って微分可能性を保つように縫い
合わせ、新しい微分可能多様体

N = N1 ∪M2 N2

を作ることができます。その境界は明らかに

∂N =Mop
1 ⊔M3

で、N はM1からM3へのコボルディズムを与えます。アティヤー・シーガルの縫合公理
[4]は図式

(2.1) Z(M1)
Z(N1) //

∥
��

Z(M2)
Z(N2)// Z(M3)

∥
��

Z(M1)
Z(N) // Z(M3)

が可換であることを要請します。
このように、d次元TQFTは d次元閉多様体一つ一つにその位相不変量を対応させる函

手です。その真髄は、d次元閉多様体N を (d− 1)次元部分多様体に沿って単純な構造を
持った部分に切り分け、位相不変量 Z(N)をその分割から再構成するところにあります。
２次元の位相的場の量子論の場合は特殊な事情が生じます。まず、私たちは向きづけ可能
な閉曲面のあらゆる位相不変量を既に知っています。というのも、それは単純に種数 gの
函数として書けるからです。種数の研究に新しい理論が必要なわけではありません。さら
に、１次元の連結閉多様体は円しかないので、2D TQFTはたった一つのベクトル空間

(2.2) Z(S1) = A

とそのテンソル積のみを扱うだけです。そこから一体何が得られるというのでしょうか？
一番の驚きは、2D TQFTがさらに量子化されて [17, 27, 53, 68]、古典的な方法では捉

えられなかった高次元多様体の新しい不変量を与えてくれることです。このプロセスはフ
ロベニウス代数 (0.2)から出発します。それが、まず量子コホモロジー環へ、そしてさら
にグロモフ－ウィッテン不変量へと量子化されていくのです。この変遷にはスペクトル曲
線の構成を経て量子曲線に至る道筋と繋がるものがあります。この点が、私たちが展開し
たいストーリーです。第１部では量子化の逆の手順、すなわち、量子論から始めて古典論
に至る道筋のスナップを解説します。
種数 gの向きづけられた微分可能な閉曲面からm+n個の小さくて互いに疎な（交わら

ない）開円盤を取り除いた境界付きの曲面を考えましょう、境界も微分可能曲線だという
条件を置けば、それはm+n個の互いに疎な円になります。そのうちの n個には曲面から
誘導された向きを入れ、残りのm個には反対の向きを入れます。こうして得られた境界付
き曲面を Σg,m̄,nで表します。この曲面はm個の円から n個の円へのコボルディズムを与
えます。こういった種類の境界付き曲面の向きを保つ微分同相類は、種数 gと境界の向き
づけの具合を示す二つの数mと nとで決まります。従って、m個の円と n個の円の間の
向きづけられた微分可能コボルディズムの同値類も (g,m, n)で分類されます。それゆえ、
コボルディズム Σg,m̄,nに多重線型写像

ωg,m̄,n
def
= Z(Σg,m̄,n) : A

⊗m −→ A⊗n
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を対応させる TQFT函手 Z もラベル (g,m, n)で完全に決まります。
今、k個の円からm個の円への種数 hのコボルディズムが別の曲面Σh,k̄,mで与えられて

いるしましょう。私たちは、この二つのコボルディズムを結合させたものを、m個の円に
沿って二つの曲面を縫い合わせることによって定義します。曲面 Σh,k̄,mのm個の円と曲
面Σg,m̄,n のm個の円はちょうど反対の方法で向きが与えられているので、双方から円を一
つづつ取って作る円のm組を共通の向きに沿って縫い合わせれば、出来上がった新しい曲
面には元の二つの曲面と整合する向きが自然に決まります。こうして、種数 g+h+m− 1
の新しい境界付きの向きづけられた曲面 Σg+h+m−1,k̄,n が得られます。種数が元の曲面の
種数の話より増えるのは、円のm組を互いに貼り合わせるときに、曲面にm − 1個のハ
ンドルを新たに作るからです（Figure 2.1参照)。アティヤー・シーガルの縫合公理は函手
Zがコボルディズムの結合に線型写像の結合を対応させることを要請します。今の局面で
は、縫合されたコボルディズム Σg+h+m−1,k̄,nに線型写像

ωg,m̄,n ◦ ωh,k̄,m = ωg+h+m−1,k̄,n : A⊗k −→ A⊗n

が対応します。

Figure 2.1. 弦の相互作用。閉じた弦の相互作用を記述する簡単な物理モデルが
アティヤー・シーガルの縫合公理 [4] へと発展した。

この縫合原理は、向きが同じm組の円のうちの幾つかだけを貼り合わせるという一般
化を許します。例えば、もし j ≤ ℓかつ j ≤ mなら、j組の円だけを縫合して写像
(2.3) ωg,m̄,n ◦ ωh,k̄,ℓ = ωg+h+j−1,k+m−j,n+ℓ−j : A

⊗k+m−j −→ A⊗n+ℓ−j

を作ることができます。さらに、TQFTはコボルディズム自体の連結性を仮定してはいな
いので、互いに疎なコボルディズムを積み重ねて部分的な縫合をすれば様々な A⊗mから
A⊗nへの線型写像が得られます。
ダイクグラーフは 2D TQFTと可換フロベニウス代数の間の同値性を指摘しました [19]。

この二つのものが似ていることはすぐに分かります。ベクトル空間Aにはフロベニウス代
数に現れる演算

(2.4)

1 = ω0,0̄,1 : K −→ A, m = ω0,2̄,1 : A⊗2 −→ A,

ϵ = ω0,1̄,0 : A −→ K, δ = ω0,1̄,2 : A −→ A⊗2,

η = ω0,2̄,0 : A⊗2 −→ K

が直ちに定義できます。m個の円が入ってきて、n個の円が出て行く過程が連結したコボ
ルディズムで与えられるなら、それは曲面の種数だけで決まることを前に注意しました。
つまり、コボルディズムの過程で円がどんな風につぎはぎされたかという歴史は、曲面の
種数が同じである限り、最終的に得られる線型写像には反映されません。従って、コボル
ディズムの合成で得られる曲面のトポロジータイプ (g,m, n)が同じであれば、(2.4)に出
てくる演算の間に関係が生じます。 例えば

ω0,1̄,0 ◦ ω0,2̄,1 = ω0,2̄,0 =⇒ ϵ ◦m = η

が成り立ちます。これは (1.1)に他なりません。積の結合律は、種数０の向きづけられた
曲面Σ0,3̄,1で誘導された向きの円一つと反対の向きの円が三個からなる境界を持ったもの
の微分同相類は一つしかないことに由来します。境界円の向きを反対にすれば余積の余結
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合律が得られます。こうして A = Z(S1)には双代数の構造が入ります。代数構造と余代
数構造の双対性を成り立たせるために演算 η = ω0,2̄,0が非退化であることを条件として課
せば、Aはめでたく可換フロベニウス代数になります。
逆に、有限次元の可換フロベニウス代数 A から出発して 2D TQFTを構成することも

できます [1]。まず (2.4)にリストされた写像 ω0,m̄,n を Aの代数演算で定義します。もっ
と一般の写像 ωg,m̄,nは既に作られたものから部分縫合 (2.3)を繰り返し用いて作って行き
ます。この方法で全ての数の組 (g,m, n)が得られるので、作られた写像はその構成からし
て円のコボルディズムに対応します。こうして 2D TQFTが構成できました。
この考察に基づいて、次の定義を与えましょう。

定義 2.1 (２次元位相的場の量子論). K上有限次元のベクトル空間Aと、自明でない線型
写像 ϵ : A −→ K、さらに線型同形 λ : A

∼−→ A∗ とからなる三つ組 (A, ϵ, λ)を考えましょ
う。Aとそのテンソル積の間の写像

ωg,k̄,ℓ : A
⊗k −→ A⊗ℓ, 0 ≤ g, k, ℓ,

の集合 {ωg,k̄,ℓ}とが次の公理系を充すときにデータ (A, {ωg,k̄,ℓ})は２次元位相的場の量子
論であると定義します。

• TQFT 1. 対称性公理:

(2.5) ωg,k̄,ℓ : A
⊗k −→ A⊗ℓ

は定義域への対称群 Skの作用で不変。
• TQFT 2. 非自明性公理:

(2.6) ω0,1̄,0 = ϵ : A −→ K.

• TQFT 3. 双対性公理:

(2.7) A⊗m

λ⊗m

��

ωg,m̄,n // A⊗n

λ⊗n .
��

(A∗)⊗m
(ωg,n̄,m)∗ // (A∗)⊗n

• TQFT 4. 部分縫合公理:

(2.8) ωg,m̄,n ◦ ωh,k̄,ℓ = ωg+h+j−1,k+m−j,n+ℓ−j : A
⊗k+m−j −→ A⊗n+ℓ−j , j ≤ m, j ≤ ℓ.

注意 2.2. 既に上で注意したように、この公理系を充すベクトル空間Aには可換フロベニ
ウス代数の構造が入ります。逆に、Aが可換フロベニウス代数ならば、(2.4)に列挙された
写像 ω0,m̄,nを一般の ωg,m̄,nに拡張することによって、TQFT公理を充す函手 Zを作るこ
とができます。

3. グロモフ－ウィッテン理論のシルエット

向きづけられた閉多様体X のコホモロジー環H∗(X,K)には自然にフロベニウス代数の
構造が入ったことを思い起こしましょう。多様体が偶数次元なら、偶数次のコホモロジー
だけを取り出して可換フロベニウス代数 A = Heven(X,K)が得られます。それは前節で
述べた対応で 2D TQFT を一つ定めます。一般次元 TQFTの役割は高次元多様体の位相
不変量を取り出すことでした。私たちが目にしているのは、多様体Xの古典的位相不変量
が 2D TQFTだということです。
ここで視点を変えて、そのようなX から始めてどのようにして対応する 2D TQFT が

得られるのか、と問うてみましょう。もちろん、第 2節で見たように、コホモロジー環のフ
ロベニウス構造は自動的に 2D TQFTを定めます。でもこの代数的定式化ではコボルディ
ズムを縫い合わせるというような描像は失われてしまいます。高次元多様体X を調べる
上で、円のコボルディズムは一体どんな役割を果たすのでしょうか？
１９９０年代の始めに晴天の霹靂のように現れた展望は、2D TQFTがさらに量子化さ

れてグロモフ－ウィッテン理論へと発展し、それが、古典的なトポロジーの方法では捉え
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られない新たな量子位相不変量を構成する、というものでした。この歴史的発見は、今な
お続く弦理論と幾何学の実り多い交流の決定的な出来事の一つに数えられています。
一番原始的な弦理論は時空多様体Xの中を飛び回る弦を扱います。動く弦の軌道は、多

様体X に埋め込まれた天井裏の空調パイプのような曲がりくねったシリンダーの形をし
ています。弦が量子的対象ならば、その間に相互作用が生まれます。Figure 2.1 は連続す
る弦の相互作用の一例だと見ることができます。時間が左から右へ流れているとすると、
まず三つの弦が衝突して複雑な相互作用を起こし、二つの弦を生み出します。相互作用の
複雑度は左の曲面の種数が「g = 2」であることで測られます。こうして生じた二弦はさ
らに衝突してもっと複雑な（つまり「g = 3」の）相互作用を起こし、最終的に４個の弦に
分かれてしまいます。この連続相互作用の軌道は、時空多様体Xの中に埋め込まれた７個
の境界円を持つ種数６の曲面だと見ることができます。
弦理論の初期のモデルは、時空X が弦の相互作用にどんな制限を与えるかを調べるた

めに導入されました。この過程で、弦理論が物理理論として整合的であるための条件とし
て、カラビ－ヤウ多様体の重要さが認識されたのです。さらに、この視点を１８０度転換
することによって、物理学者たちは弦の相互作用の単純なモデルがXそれ自体の全く新し
い種類の位相不変量を与えうることに気づいたのでした。この新しい不変量は従来のホモ
ロジー・コホモロジー群やホモトピー群では必ずしも捉えられるものではありません。弦
理論から得られた不変量は量子位相不変量と呼ばれています。
グロモフ－ウィッテン理論は量子弦理論のモデルに数学的に厳密な解釈を与えます。X

の中で相互作用する弦の軌道は境界付き曲面 Σg,m̄,n の写像

(3.1) f : Σg,m̄,n −→ X

による像だと考えることができます。ちょっと話が変わりますが、X の基本群 π1(X,x0)
は点付きループ空間

L(X,x0) = C∞
(
(S1, ∗), (X,x0)

)
の連結性で定義されることを思い出しましょう。ところで、このループ空間は定められた
点 ∗ ∈ S1を x0 ∈ X に写す円 S1からX への微分可能写像のモジュライ空間です。同じ
精神で、グロモフ－ウィッテン不変量は Σg,m̄,nからX への写像のしかるべきモジュライ
空間の古典的、つまり通常の、位相不変量として定義されるのです。弦に長さの概念が付
与される場合には、その軌道 Σg,m̄,nには曲面としての計量が入ります。外空間X が、例
えばシンプレクティック構造や複素構造、あるいはケーラー構造といった幾何構造を持つ
ならば、写像 f は当然その定義域と値域の幾何構造に関して整合的であるべきでしょう。
実際、X がケーラー多様体なら、曲面 Σg,m̄,nにはその計量の共形類で決まる複素構造を
入れて、複素解析写像 f を考えるのが自然です。ただ、こういった写像のモジュライ空間
を定義しようとするまさにその時点で、私たちは技術的困難に遭遇するのです。たとえう
まくモジュライ空間を見つけられたとしても、それは従来の多様体論で扱われた対象とは
かなり違ったものであることが多いので、私たちは多様体概念そのものの拡張を迫られま
す。したがって、そういった拡張された空間概念の古典的位相不変量を定義すること自体
が、また困難な問題になってしまいます。
いろいろある困難を回避するために、ここで一番単純なケースを考えてみましょう。空

間X がただ一点だけの時を考えるのです。もちろん一点の位相構造を調べるのがポイン
トではありません。そんなの誰でも知っている。一点のグロモフ－ウィッテン理論を調べ
ることで、私たちは理論自体の構造を知りたいのです。ちょっと考えてみれば、どんなも
のでも一点に写像できるので、ひょっとしたら一点というのはそんなに単純なものではな
いのかもしれません。これは物理で真空を扱うのと似ています。実際、何であれ真空に放
り込むことができるので、真空の量子論はどうしたって豊かな理論になるわけです。
X = ptが一点なら、入射する弦も出て行く弦も大きさは無限小だと考えます。したがっ

て、軌道は閉曲面になり、境界があったところにはただ曲面上の点が指定されているだけ
です。閉曲面の計量は自然な複素構造を定め、こうしてコンパクトリーマン面が得られま
す。それはさらに射影代数曲線の構造を獲得します。相互作用する弦はその過程で無限に
小さくなっても構わないので、軌道には、埋め込まれた円 S1が点に収束し、そこからまた
瞬時に大きくなっていく、というようなプロセスが含まれていることもあるでしょう。こ
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のプロセスは複素代数幾何で代数曲線の通常二重点と呼ばれるものに当たります。局所的
には、代数曲線の通常二重点は特異平面曲線

{(x, y) ∈ C2 | xy = 0}
の原点の近傍として定義されます。もちろん私たちはここで軌道概念を抽象的に捉えてい
ます。X = ptの中では何も動けないからです。写像の観点 (3.1)からすれば、値域が点な
らどんな射影代数曲線であってもそこから一点への代数多様体としての射 f が唯一存在し
ます。この場合、写像のモジュライ空間とは定義域のモジュライに他なりません。
後で定義するように、安定曲線とは、非特異あるいはたかだか通常二重点のみを特異点

として持つ射影代数曲線で、滑らかな点が幾つかその上に指定されており、各指定点を固
定するような自己同型写像が有限個しかないようなもののことをさします。 １次元複素
射影空間 P1 の正則自己同型群は

Aut(P1) = PSL2(C)

で、P1に三重可遷的に作用することを思い起こしましょう。指定点が２個までなら、その
各点を固定する自己同型は無限にあります。PSL2(C)はコンパクトで複素３次元の群な
ので、相異なる３点を指定し、その一つ一つを固定する P1の自己同型を考えれば、その数
は有限になります。この場合は実はたった一つしかありません。したがって３点が指定さ
れた射影直線は安定曲線です。次に楕円曲線の場合を考えてみましょう。楕円曲線Eはそ
れ自体可換群で、群 E の曲線 E への作用は可遷的です。この平行移動の自由度を無くす
ためには点を一つ指定すればいいのですが、その点をEの単位元とみなすことにします。
一点を固定する楕円曲線の自己同型群は有限群になります。
コンパクトリーマン面 C の種数が g = g(C) ≥ 2なら、その正則自己同型群の位数は

|Aut(C)| ≤ 84(g − 1)

という上限を持つことが知られています。曲面の双曲幾何を用いればこの評価式を導くこ
とができます。有限性だけを示すのはより簡単です。まず C の普遍非覆面は上半面

H = {z ∈ C | Im(z) > 0}
であることを思い起こしましょう。したがって、C の基本群をHの自己同型群内に

(3.2) ρ : π1(C) −→ PSL2(R) = Aut(H)

で忠実に表現すれば、C を商空間

(3.3) C
∼−→ H/ρ(π1(C))

として実現できます。ここで、Cの正則自己同型は普遍被覆H の自己同型に拡張できるこ
とに注意します。次に、Cの連続な正則自己同型は微分することによってC上の正則ベク
トル場 vを誘導します。ここで、閉曲面上の微分可能ベクトル場のトポロジーを思い起こ
しましょう。ベクトル場の０点には指数が与えられています。今の場合 vは正則なので、
０点の周りでは局所的に znd/dzと書かれます。この nが指数なのです。ベクトル場の０
点の指数を全て足し合わせたものはCのオイラー標数 χ(C) = 2− 2g < 0に等しい、とい
うのがトポロジーの一定理です。ところで、正則ベクトル場はもし０点を持てばその指数
は正なので、その和であるオイラー標数は非負でなければなりません。これは矛盾です。
したがって C 上には正則ベクトル場は存在しません。ということは C の自己同型群は離
散群ですが、コンパクト群にAut(C) ⊂ PSL2(C) として埋め込まれるので、|Aut(C)|の
有限性が従います。
代数曲線が安定であるとは、（１）特異点としては通常二重点のみを許し、（２）Cの各

既約成分 C ′は有限個の自己同型しか持たない、ことを意味します。第２条件は、C ′上に
ある指定された滑らかな点（正則点）と特異点との合計が、もし g(C ′) = 0なら３以上、
g(C ′) = 1なら１以上、であることと同値です。既約成分の種数が２以上なら何の条件もあ
りません。安定領域 2g− 2+n > 0にあり g ≥ 0と n ≥ 1を充す整数の組 (g, n)について、
種数 gでその上に n 個の指定された非特異点を持つ安定曲線のモジュライ空間Mg,nが定
義されます。これは 3g − 3 + n次元複素オービフォルドになります。一点X = ptの量子
位相不変量はMg,n上の古典的な位相不変量として実現されます。ところで、今日なお全
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ての i, g, nの値に対してH i(Mg,n,Q)を決定することはなされていません。ただ、Mg,n

がモジュライ空間であるというその定義そのものからトートロジー類と呼ばれる具体的な
コホモロジー類を沢山作ることができます。今なお分からないのはこうして得られるコホ
モロジー類にあと何を付け加えたらH i(Mg,n,Q)全体を生成できるのかという点です。も
ちろんある程度小さな gのコホモロジーは知られています。ウィッテン予想 [101] とそれ
に続くコンツェヴィッチの定理 [67]が大きな驚きだったのは、余接類と呼ばれるトートロ
ジー類の完全な交叉関係式が全ての gと nで具体的に書ける、という点にあったのです。
ウィッテン予想のこれまでに得られた様々な証明（例えば [66, 67, 76, 77, 86, 91]参照)

の中で、[77, 86]の二つではTQFTに見られるのとよく似た精神に基づく曲面に関する漸
化式が用いられます。この漸化式によるウィッテン予想の解釈は [23]で指摘されました。
位相的漸化式とウィッテン予想の関連は [33]で詳しく扱われています。
異なる (g, n)の値をもつMg,n の間には簡単な幾何学的意味を持つ関係が成立します。

n点付きの滑らかな曲線のモジュライをMg,nで表すことにしましょう。Mg,nの境界

Mg,n \Mg,n

は特異曲線を表す点から成っています。一番簡単な特異曲線は通常二重点を一つ持ちます。
それは二つの滑らかな点が衝突して生成されたという風に記述できます。曲線の退化で特
異点がどのように生成されるかを調べると、モジュライ空間Mg,n の間には三種類の自然
な射があることが分かります。その一つは安定曲線上の指定点をただ消してしまうという
忘却射

(3.4) π :Mg,n+1 −→Mg,n

です。あとの二つは貼り合わせの射

gl1 :Mg−1,n+2 −→Mg,n(3.5)

gl2 :Mg1,n1+1 ×Mg2,n2+1 −→Mg1+g2,n1+n2(3.6)

で、Mg,nの境界成分を構成します。貼り合わせ射によって滑らかな２点が重ね合わされ
て通常二重点を生成します。第一の射 gl1では一つの曲線上の２点が貼り合わされ、gl2で
は異なる曲線上の２点が貼り合わされます。
次に射πによる安定曲線 (C, p1, . . . , pn) ∈Mg,nでのファイバーが何かを調べてみましょ

う。n+1番目の指定点は曲線Cのどこに取ることもできるので、ファイバーはC自体で
あることが分かります。したがって、πはモジュライMg,nをパラメター空間とする普遍
曲線族になっています。もう少し詳しく見てみましょう。指定点 pn+1を pi, i = 1, . . . , n
に重ねて取るときは、Mg,n+1の点として表されているのは Cと P1とを点 pi ∈ Cのある
場所で貼り合わせ、二つの指定点 pi, pn+1を P1上に置いた特異曲線です。この２点と通常
二重点とは P1上の３点を成しますが、前に見たように P1上の３点はモジュライを持たな
いので、この特異安定曲線がただ一つ決まるのです。(C, p1, . . . , pn)にこうしてできた特
異曲線を対応させて切断

σi :Mg,n −→Mg,n+1

が定義されます。これは π の右逆射です。幾何学的には、σi は (C, p1, . . . , pn)をファイ
バー C = π−1(C, p1, . . . , pn)上の点 piに写します。明らかに、

π ◦ σi :Mg,n −→Mg,n

は恒等射です。ファイバーの構成は (C, p1, . . . , pn)が特異安定曲線Cから成るときも同様
ですが、pn+1を C の特異点に取ろうとするときにはどんな曲線がモジュライの点として
対応しているのか注意が必要です。まず通常二重点を解消して局所的に曲線を非特異化し
ます。次に元の特異点があった場所を直線 P1で繋ぎます。最後に pn+1を P1上の第３点
としてとるのです。したがって、切断 σj による特異曲線の像がファイバーの特異点の場
合は、それは特異点の数が一つ増えた特異曲線を表す点に対応します。忘却射は pn+1を
消すのですが、そうすると P1成分には特異点２点しか残らないので、安定曲線にはなり
ません。この場合は、πは P1成分そのものを１点に潰してしまうのです。この操作を安定
化と呼びます。
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ケーラ多様体X のグロモフ－ウィッテン理論 [17]はモジュライ空間

Mg,n(X,β) =
{
f : (C, p1, . . . , pn) −→ X

∣∣ [f(C)] = β
}

のトポロジー構造を扱います。このモジュライは、安定とは限らない通常二重点のみを持
つ n個の滑らかな点 p1, . . . , pn ∈ C を持った曲線 C からX への安定複素写像 f で、その
像 f(C)が決めるホモロジー類があらかじめ与えられたホモロジー類 β ∈ H2(X,Z)に一
致するようなもの全体の成す空間として定義されるべきものです。ここでも写像の安定性
は自己同型の有限性として定義されます。このモジュライ空間の定義を厳密に与えること
は本稿の目標とする範囲を超えてしまうので、詳しくは教科書 [17]を参照してください。
モジュライ空間が定義されたならば、それは二つの自然な射

Mg,n(X,β)
evi−−−−→ X

ϕ

y
Mg,n

を伴います。忘却射 ϕは写像 f を忘れてしまい、f にその定義域 (C, p1, . . . , pn) の安定化
を対応させます。そして、

evi
(
f : (C, p1, . . . , pn) −→ X

)
= f(pi) ∈ X, i = 1, . . . , n,

は i番目の指定点 pi ∈ Cに f のその点での値を対応させます。上に見たように、安定化と
は安定でない (C, p1, . . . , pn)の成分一つ一つを１点に潰す操作です。実際にもしモジュラ
イ空間Mg,n(X,β)が決定され、そのコホモロジー理論が期待通りに振る舞うなら、コホ
モロジー間の写像

H∗(Mg,n(X,β),Q
) ev∗i←−−−− H∗(X,Q)

ϕ!

y
H∗(Mg,n,Q)

が得られるでしょう。ここで、ϕ!はファイバーに沿っての積分で定義されるギジン写像で
す。もし仮にMg,n(X,β)が多様体であったとし、また、 射 ϕ : Mg,n(X,β) −→ Mg,n

がファイバー束だったなら、Mg,n(X,β)は局所的には直積で、ϕのギジン写像 ϕ!は実際
Mg,n(X,β) のド・ラムコホモロジー類を ϕのファイバーに沿って積分して得られたこと
でしょう。それならX の任意のコホモロジー類 v1, . . . vn ∈ H∗(X,Q) を選んで、グロモ
フ－ウィッテン不変量を積分

GWX,β
g,n (v1, . . . , vn) :=

∫
Mg,n

ϕ!

(
ev∗1(v1) · · · ev∗(vn)

)
で定義することも可能だったはずです。しかしながら、一般のモジュライ理論ではこのギジ
ン写像の構成を期待通りに行うことは不可能なのです。これは、モジュライ空間Mg,n(X,β)
の複雑な性質に由来します。この空間はリーマン・ロッホ理論で期待される次元とは異な
る次元の成分を持つことがあるのです。その救済策として考案されたのが、期待値と同
じ次元を持つ仮想基本類 [Mg,n(X,β)]

vir の構成によって ϕ!の使用を回避し、グロモフ－
ウィッテン不変量を

(3.7) GWX,β
g,n (v1, . . . , vn) :=

∫
[Mg,n(X,β)]vir

ev∗1(v1) · · · ev∗(vn)

として定義する流儀です。教科書 [17]でその詳細を勉強することができます。
さて、A = Heven(X,Q)はフロベニウス代数であることを思い起こしましょう。グロモ

フ－ウィッテン理論は [Mg,n(X,β)]
vir という巨大なブラックボックスを経て定義される

のですが、私たちが望んでいるのは写像

Ωg,n : Heven(X,Q)⊗n −→ H∗(Mg,n,Q)
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で、そのMg,nでの積分がX の量子不変量を与えてくれるようなものです。グロモフ－
ウィッテン不変量の充すべき性質とは何なのでしょうか？その性質を写像Ωg,nの公理系と
して定式化し、そのことでグロモフ－ウィッテン不変量を特徴づけることはできないもの
でしょうか？これがコンツェヴィッチとマニンによるコホモロジー的場の理論の導入 [68]
の動機の一つだったのです。以下で見るように、2D TQFTは CohFTの特殊な場合とし
て得られます。CohFTをそのTQFTへの制限から再構成するというギヴェンタルとテレ
マンの素晴らしい理論 [53, 99]は、[3, 39, 44, 73]などに見られる最近の様々な発展の基礎
となっています。その幾つかは位相的漸化式とも深く繋がっているのです。

4. コホモロジー的場の理論

代数曲線のモジュライ空間はリーマンの１８５７年の論文 [95]で代数曲線の双有理同値
類のパラメター空間として導入されました。「モジュライ」という用語もリーマンによる
ものです。彼はまたモジュライ空間の点が周期行列として捉えられることも示しました。
時代が降り、１９５０年代の小平・スペンサーの複素構造の変形理論を通して無限小のレ
ベルではモジュライ空間とは何であるかが次元によらず理解されるようになりました。大
域的な概念としてのモジュライ空間は曲線の場合にMgを代数的スタックとして定義した
[18]で確立されました。ひとたびモジュライの概念が確定すれば、その位相構造を問うこ
とが可能になります。それでも、点付き曲線のモジュライがネットワークを形成し、それ
によって帰納的にMg,nの位相構造を調べることができるというアイディアに到達するま
でに数学界はさらに数十年を費やしたのでした。
ピクストン [94]に従って安定グラフを導入しましょう。この名前は「安定曲線の双対グ

ラフ」に由来します。安定グラフ γ = (V,E, L)は頂点の集合 V と辺の集合E、それに足の
集合Lが加わった三つの集合の間の隣接関係に幾つかの条件がつけられたものとして定義
されます。各辺は二つの頂点を結びます。この２点は同一点でもいいので、辺はループを
成すことも許されます。２頂点は二本以上の辺で結ばれることも可能です。各頂点 v ∈ V
には種数と呼ばれる非負整数 g(v)が与えられます。足は幾つかの頂点から出る線分です
が、その終点は頂点には数えません。頂点 vから出る足の数とその頂点の次数（隣接する
半辺の数）との合計を n(v)で表します。グラフの安定性条件とは、各頂点で不等式

(4.1) 2g(v)− 2 + n(v) > 0

が成立すること、と定めます。1次元位相空間としてのホモロジー群Hi(γ,Q), i = 0, 1の
次元を hi(γ)で表します。

(4.2)

{
g =

∑
v∈V g(v) + h1(γ)

n = |L|

が成り立つ時安定グラフ γのタイプは (g, n)であるということにします。それは算術種数
gで n個の指定点を持った安定曲線を表します。その曲線には |V |個の規約成分があり、
頂点 v ∈ V に対応する規約成分の幾何種数は g(v)で与えられ、各成分は |E|個の通常二重
点で繋がれています。足はどの規約成分に指定点が置かれているかを表しています。２頂
点 v, w ∈ V を結ぶ辺は対応する二つの規約成分の交点として作られる通常二重点を表し
ます。また、ループは規約成分が自分自身と交わる時に生じます。

0

3

5

1

3

5

1 0

4

5

1

Figure 4.1. タイプ (12, 3)の安定グラフ。矢は安定曲線の退化を示す。辺縮約
変換は矢を逆に辿ることを意味する。ある頂点に付随するループが縮約されると、
その頂点の種数は 1増える。２頂点間の辺の縮約では種数は加算される。
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種数 gで n個の指定点を持った滑らかな曲線にはたった一つの頂点に種数 gと n本の
足が付与された安定グラフが対応します。曲線上に特異点がないので、このグラフには辺
がありません。一般に、安定グラフの辺の数 |E|は対応する安定曲線が属するMg,n境界
滑層の余次元を表します。従って、タイプ (g, n)の安定曲線が持ちうる辺の数の最大値は
3g − 3 + nです。グラフ γのオイラー標数は

h0(γ)− h1(γ) = 1− g

なので、頂点数の最大値は 2g − 2 + nで与えられます。この場合、各頂点 v ∈ V は種数 0
で、常に n(v) = 3が成り立ちます。

2
0

0

0 0

00

Figure 4.2. タイプ (2, 3)の安定グラフ。頂点数を最大にする退化と、頂点数１
のままで種数を０にする退化とを示す。

同じタイプの安定曲線の成すネットワークは辺縮約変換で繋がっています。次節で私た
ちはセルグラフの辺縮約を扱います。同じ辺縮約といっても、セルグラフに適応された場
合と安定グラフの場合とではその性格にかなりの違いがあります。安定グラフでは辺は安
定曲線の通常二重点を表すので、その縮約は特異点を生み出した退化の過程を逆方向に辿
ることに対応します。Figure 4.1に示すように、安定グラフ γ = (V,E, L)の２頂点 vとw
とを繋ぐ辺を縮約する場合には、新しくできた頂点には種数 g(v)+ g(w)が割り当てられま
す。頂点 vに隣接するループを縮約すると、vの種数は１増えます。タイプ (g, n)のどの
グラフも全ての辺を縮約してしまえば滑らかな曲線に対応するグラフが得られます。従っ
て同じタイプの安定グラフのネットワークは辺縮約の作用でつながっているわけです。

定義 4.1 (コホモロジー的場の理論 [68]). 基底 {e1, . . . , er}を持つ有限次元可換フロベニ
ウス代数Aを一つ固定します。安定領域 2g− 2+ n > 0に属する指数 (g, n)について定義
された線型写像

(4.3) Ωg,n : A⊗n −→ H∗(Mg,n,K)

の成すシステム (A, {Ωg,n}) がコホモロジー的場の理論であるとは、このシステムが次の
公理系を満たすことと定めます。

CohFT 0: Ωg,nは Sn不変で、Ω0,3(v1, v2, v3) = η(v1v2, v3).

CohFT 1: Ωg,n+1(v1, . . . , vn,1) = π∗Ωg,n(v1, . . . , vn).

CohFT 2: gl∗1Ωg,n(v1, . . . , vn) =
∑
a,b

Ωg−1,n+2(v1, . . . , vn, ea, eb)η
ab.

CohFT 3: gl∗2Ωg1+g2,|I|+|J |(vI , vJ) =
∑
a,b

ηabΩg1,|I|+1(vI , ea)⊗ Ωg2,|J |+1(vJ , eb),

ここで I ⊔ J = {1, . . . , n} は指数集合の分割を表し、右辺のテンソル積はコホモロジー環
のキュネット公式による同型

H∗(Mg1,n1+1 ×Mg2,n2+1,K) ∼= H∗(Mg1,n1+1,K)⊗H∗(Mg2,n2+1,K)

で左辺と同一視します。

注意 4.2. 条件 Ω0,3(v1, v2, v3) = η(v1v2, v3) はフロベニウス代数の積構造がグロモフ－
ウィッテン不変量の (0, 3)値で決まることを示します。
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注意 4.3. 貼り合わせ射の条件は、貼り合わせによってできた特異点にフロベニウス代数
の単位元 1を与え、特異点を生ずる前の二つの正則点に (1.10)を割り振ったものと同一
視する、というものです。安定グラフの言葉で言い換えると次のようになります。タイプ
(g, n)のグラフで辺を一つだけ持ったものを考えましょう。まずこの辺に単位元 1を割り
当て、そしてその辺を切断します。切断によって新たに足が二本追加されます。この辺切
断の過程は、安定曲線の唯一の特異点を解消し、得られた正則点２点を指定点に追加する
ことに対応します。次に δ(1) を新たな二本の足に割り当てます。こうして得られた値を
Ωg,nの貼り合わせの射による引き戻しと同一視するのです。

命題 4.4 (2D TQFTがCohFTの例であること). 2D TQFTはH0(Mg,n,K)に値を取る
CohFTです。2D TQFT (A,ωg,m̄,n)を一つ取りましょう。すると、ωg,n = ωg,n̄,0はCohFT

公理を充します。ここで、K = H0(Mg,n,K)と同一視します。

証明. Mg,nは連結なので、三種類の射 (3.4)と (3.5)と (3.6)とは全て 0次コホモロジーの
同型を引き起こします。従って、公理 CohFT 1–3はより簡単な

ωg,n+1(v1, . . . , vn,1) = ωg,n(v1, . . . , vn),(4.4)

ωg,n(v1, . . . , vn) =
∑
a,b

ωg−1,n+2(v1, . . . , vn, ea, eb)η
ab,(4.5)

ωg1+g2,|I|+|J |(vI , vJ) =
∑
a,b

ηabωg1,|I|+1(vI , ea) · ωg2,|J |+1(vJ , eb)(4.6)

に帰着されます。証明したいのは、ωg,n = ωg,n̄,0を仮定すると、(4.4)-(4.6) がTQFTの部
分的縫合公理 (2.8)の帰結として導かれるということです。
ω0,0̄,1 = 1 なので、 (2.8)から

ωg,n+1,0 ◦(n+1) ω0,0̄,1 = ωg,n̄,0 = ωg,n : A⊗n −→ K

が従います。すなわち (4.4)です。ここで、◦(n+1)は ωg,n+1,0の独立変数の (n+1)番目の
場所で合成をすることを表します。次に、ω0,0̄,2 : K −→ A ⊗ A を決めねばなりません。
ω0,0̄,2 = ω0,1̄,2 ◦ω0,0̄,1なので、ω0,0̄,2(1) = δ(1) =

∑
a,b η

abea⊗ eb と計算されます。改めて
◦(n+1,n+2)で最後の二つの変数での合成を取ることを表すとすると、(4.5)、すなわち

ωg−1,n+2,0 ◦(n+1,n+2) ω0,0̄,2 = ωg,n̄,0 : A⊗n −→ K

が得られます。もし互いに疎な変数の集合 vI と vJ とが与えられたならば、ω0,0̄,2との合
成を二つの異なる写像に作用させて、(

ω
g1,|I|+1,0

⊗ ω
g2,|J |+1,0

)
◦ ω0,0̄,2 = ω

g1+g2,|I|+|J |,0 : A⊗(|I|+|J |) −→ K

が得られます。これは (4.6)です。
ここで、線型写像

ωg,m+n : A⊗m ⊗A⊗n −→ K

はA⊗m −→ (A∗)⊗n と同値であることに注意します。従って ωg,m̄,nを from ωg,m+nから

(4.7) A⊗m

∥
��

ωg,m+n // (A∗)⊗n
(λ−1)⊗n

// A⊗n

∥
��

A⊗m
ωg,m̄,n // A⊗n

を用いて再構成できます。ここで、λ : A
∼−→ A∗は同型 (1.3)です。g = 0、m = 2、n = 1

の場合に (4.7)を当てはめれば、

λ−1ω0,3(v1, v2, · ) = ω0,2̄,1(v1, v2) = v1v2

が全ての v1, v2 ∈ Aに対して成り立ちます。すなわち、
(4.8) ω0,3(v1, v2, v3) = η(v1v2, v3) = ϵ(v1v2v3)
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が成立します。これで証明が完了します。 □

逆に CohFTを０次コホモロジーに制限したものは 2D TQFTです。

命題 4.5 (CohFTの０次コホモロジーへの制限). フロベニウス代数A上のCohFT (A,Ωg,n)
を一つ固定します。フロベニウス代数A自体一つの 2D TQFT(A,ωg,m̄,n)を定めます。 今

r : H∗(Mg,n,K) −→ H0(Mg,n,K) = K

でコホモロジー環からその０次部分への制限を表し、

(4.9) ωg,n = r ◦ Ωg,n : A⊗n −→ K

と定義しましょう。この時、写像間の等式

(4.10) ωg,n = ωg,n̄,0 : A⊗n −→ K

が 2g − 2 + n > 0の範囲の (g, n)について成立します。すなわち、CohFTの０次コホモ
ロジーへの制限はフロベニウス代数Aで定められた 2D TQFTに一致します。

証明. 私たちはすでに (A,ωg,m̄,n)がH0(Mg,n,K)に値を持つCohFTを定めることを上に
見ました。証明したいのは、この CohFTが、私たちが出発した与えられた CohFTの０
次部分への制限と一致していることです。まず、ωg,nを非安定領域へ

(4.11) ω0,1 = ϵ : A −→ K, ω0,2 = η : A⊗2 −→ K

として拡張します。(2.4)と (4.11)とから (4.10)が ω0,1と ω0,2については成立することが
分かります。一般の場合の (4.10)は 3g− 3+nに関する数学的帰納法で証明されます。こ
こで、ω0,3の定義が正しくなされていることが肝心です。これは (4.5)と (4.6)とが ωg,nを
3g − 3 + nがより小さいような gと nとから帰納的に定義していることによります。実際

• Case of (4.5): 3g − 3 + n = [3(g − 1)− 3 + (n+ 2)] + 1,
• Case of (4.6): 3(g1 + g2)− 3+ |I|+ |J | = [3g1− 3+ |I|+1]+ [3g2− 3+ |J |+1]+1

なので、帰納的定義では右辺の複雑度 3g − 3 + nが常に 1だけ小さくなっています。
最後に、M0,3が一点であることを思い起こしましょう。これは前にAut(P1) を調べた

時に注意しました。従って、コホモロジーは０次元だけなので、ω0,3 = Ω0,3が成り立ちま
す。よって

(4.12) ω0,3(v1, v2, v3) = η(v1v2, v3)

が成立し、(4.10) は全ての (g, n)について正しいことが分かります。こうして証明が完成
しました。 □

注意 4.6. すでに私たちは 2D TQFTが、

(1) 可換フロベニウス代数A、
(2) TQFT公理系を充す写像のシステム {ωg,m̄,n}、

のどちらを使っても同じように定義されることを見ました。上述した二つの命題はさらに

(3) CohFTの０次部分 (A,ωg,n)

が同様に 2D TQFTを与えることを示しています。以下では最も扱いやすい (A,ωg,n)を
用いて 2D TQFTを表すことにします。

命題 4.7. 2D TQFTの種数０の値は

(4.13) ω0,n(v1, . . . , vn) = ϵ(v1 · · · vn)

で与えられます。

証明. これは CohFT 3と (1.9)とからの直接の帰結です。 □
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TQFT[4, 97]のもともとの目的の一つは閉多様体N の位相不変量 Z(N)を同定するこ
とでした。２次元の場合には種数 gの向きづけられた閉曲面 Σg の位相不変量が

(4.14) Z(Σg) := ϵ
(
λ−1(ωg,1)

)
として得られます。ここで ωg,1 : A −→ K は A∗の元で、λ : A

∼−→ A∗は (1.3)で与えた
自然な同型です。

命題 4.8. 位相不変量 (4.14) は (1.12)で定義したオイラー元 e ∈ Aを用いて
(4.15) Z(Σg) = ϵ(eg),

と計算されます。

補助定理 4.9. オイラー元は次の式でも与えられます。

(4.16) e := m ◦ δ(1) = λ−1(ω1,1).

証明. これは

ω1,1(v) =
∑
a,b

ω0,3(v, ea, eb)η
ab =

∑
a,b

η(v, eaeb)η
ab = η(v, e)

が全ての v ∈ Aで成り立つことから従います。 □
命題 4.8 の証明. g = 1の場合は上の補助定理から (4.15)の成立が分かります。一般には

ωg,1(v) =
∑
a,b

ωg−1,3(v, ea, eb)η
ab

=
∑
i,j,a,b

ω0,4(v, ea, eb, ei)ωg−1,1(ej)η
abηij

=
∑
i,j,a,b

η(veaeb, ei)ωg−1,1(ej)η
abηij

=
∑
i,j

η(ve, ei)ωg−1,1(ej)η
ij

= ωg−1,1(ve)

= ω1,1(ve
g−1)

= η(veg−1, e) = η(v, eg)

なので種数に関する数学的帰納法が使え、証明が完了します。 □
位相幾何学的には、種数 gの閉曲面は g個の入力境界円を持った種数０の曲面に g個の

種数１で１個の出力円を持った曲面を縫い合わせて構成されます。オイラー元は種数１で
一つだけ出力円を持った曲面の出力値なので、それを入力させて同じ結果

Z(Σg) = ω0,g(

g︷ ︸︸ ︷
e, . . . , e)

を得ることができます。

定理 4.10. 2D TQFTの値は

(4.17) ωg,n(v1, . . . , vn) = ϵ(v1 · · · vneg)
で与えられます。

証明. 命題 4.8の証明と同じ方法で

ωg,n(v1, . . . , vn) = ω1,n(v1e
g−1, v2, . . . , vn)

=
∑
a,b

ω0,n+2(v1e
g−1, v2, . . . , vn, ea, eb)η

ab

= ϵ(v1 · · · vneg)
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が得られ、証明が完了します。 □

注意 4.11. モジュライ空間Mg,n は連結で、その０次コホモロジー群をどの次元の連結
境界滑層に制限しても同型なので、ωg,nを計算するのに一番都合の良い安定グラフを使う
ことができます。例えば、Figure 4.2 の右端のグラフを用いてみましょう。それは種数０
の頂点一つを持ち、それに n個の足と g個のループが付けられています。ループの一つ一
つにフロベニウス代数の単位元 1を付与し、ループをその中央で切断します。その効果を
CohFT 2と (4.13)とを用いて計算すれば、やはり同じ結果 (4.17)が得られます。

5. セルグラフの圏

上述した 2D TQFTの構成では、積と余積の演算は三つの境界円を持った種数０の向き
づけられた曲面に対応付けられました。本節ではすべての有限次元のフロベニウス代数の
情報を含む対象としてリボングラフの圏を導入します。不必要な混乱を避けるため、リボ
ングラフの代わりに本稿ではセルグラフという用語を使います。リボングラフは位相曲面
の複素構造を統一して表現するのに向いています（[67, 81]参照）。私たちが曲面上のグラ
フを使うのは安定曲線の退化を表すためであり、また、リボングラフの時のように各面を
指定するのではなく、各頂点を指定するのです。

定義 5.1 (セルグラフ). 種数 gの向きづけられた境界のないコンパクト連結位相曲面の単
体分割の 1-切片（1-スケルトン）のことを位相タイプ (g, n)を持つ連結セルグラフと呼び
ます。ここで、nは順序付けられた０次元単体の数を表します。グラフ理論での呼び名に
従って、０次元単体を頂点、１次元単体を 辺、２次元単体を面と呼びます。タイプ (g, n)
の連結セルグラフすべての集合を Γg,nで表します。各辺はその中点で二つの半辺が繋がっ
たものと考えます。

注意 5.2. • リボングラフ、あるいはグロタンディークのデッサン・ダンファンの双
対がセルグラフです。セルグラフで頂点に順序を与えることは、リボングラフで各
面を順序付けることに対応します。リボングラフは埋め込まれたグラフ（embedded
graph）や地図（map）などと呼ばれることがあります。
• 二つの曲面の位相同型が一つの単体分割をもう一つの単体分割に移し、０次元単体
の順序を保つ時、二つのセルグラフを同一視することにします。セルグラフの自己
同型は従って各頂点の周りでの半辺の巡回群の直積の元に限られます。

定義 5.3 (有向セルグラフ). セルグラフが有向グラフでもある時、有向セルグラフと言い
ます。有向グラフとは各辺に矢印がつけられたグラフです。それは辺をなす二つの半辺に
順序を入れることと同じです。タイプ (g, n)の有向セルグラフの全体を Γ⃗g,nで表します。

注意 5.4. 有向セルグラフは箙の一種です。箙自体が向きづけられた曲面上に描かれてい
るので、その分の情報が付加されています。

n個の頂点を順序付けるのに普通は n-集合

[n] := {1, 2, . . . , n}

を用いますが、n元からなるどんな全順序集合を用いても同じです。頂点を名付ける理由
は各頂点にK-ベクトル空間Aの元を付与するためです。本稿ではセルグラフ γ ∈ Γg,n が
線型写像

(5.1) Γg,n ∋ γ : A⊗n −→ K

を与える場合のみを考慮しますが、[36]で扱われるような場合には写像 γの値域をもっと
一般にすることも必要となります。
辺縮約変換は漸化式を通して様々なグラフの数え上げに有効な手段を与えます。私たち

は、同じ辺縮約変換に代数的な意味を与えることを考えます。

定義 5.5 (辺縮約変換). セルグラフには次の二つの種類の辺縮約変換が作用します。
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• ECO 1: セルグラフγ ∈ Γg,nに図5.1のようなpiから出てpjに至る有向辺 E⃗ =
−→
pipi

が含まれているならば、γの中で E⃗を縮約して、piを pjに重ねることができます。
ラベル i を新しい頂点に与え、それをまた piと呼ぶことにします。こうして頂点
数が一つ少ないグラフ γ′ ∈ Γg,n−1が得られます。このプロセスではグラフが描か
れた曲面の位相は変わらないので、種数も保たれます。

pi pj pi

E

Figure 5.1. 辺縮約変換 ECO 1。異なる２点 pi と pj とを結ぶ辺が一点 pi に縮
約されている。

• 辺と同じ記号 E⃗を用いて縮約作用

(5.2) E⃗ : Γg,n ∋ γ 7−→ γ′ ∈ Γg,n−1

を表します。
• ECO 2: グラフ γ ∈ Γg,nの頂点 piから出る向きづけられた辺がループ L⃗になっ
ているとしましょう。曲面の単体分割の１-切片に含まれたループは位相的サイク
ルなので、それを縮約すれば曲面の位相構造が必然的に変化します。まず曲面上の
点 piの近傍でループ L⃗の矢印が上向きになるように曲面を置きます。piの周りで
L⃗は近傍を左右二つの領域に分割するので、L⃗に属さない piに繋がった半辺も同
じように左右二つのグループに分けられます。L⃗を縮約するに当たって、piを２点
pi1 と pi2 とに分離し、ループに関して左側の半辺は pi1 に繋がり、右側のものは
pi2 に繋がるようにします。こうしてできたグラフ図 5.2を γ′で表しましょう。

pi

1
pi 2

piL

Figure 5.2. 辺縮約変換 ECO 2。縮約される辺がループ L⃗の場合。頂点 piの周
りでループの矢印が上向きになるようにする。pi は左側の pi1 と右側の pi2 とか
らなる新しい２頂点に分離する。piに繋がっていた半辺は左右どちらかの新頂点
に繋がる二つのグループに分けられる。

• もし γ′が連結ならそれは Γg−1,n+1に属します。ループ L⃗をハンドルループと呼び
ます。同じ記号 L⃗で辺縮約変換

(5.3) L⃗ : Γg,n ∋ γ 7−→ γ′ ∈ Γg−1,n+1

を表します。
• もし γ′が連結でないなら、種数 g と頂点 piの補集合の分割

(5.4)

{
g = g1 + g2

I ⊔ J = {1, . . . , î, . . . , n}

が存在して、γ′ = (γ1, γ2) ∈ Γg1,|I|+1 × Γg2,|J |+1 となります。辺縮約変換を同じ
記号

(5.5) L⃗ : Γg,n ∋ γ 7−→ (γ1, γ2) ∈ Γg1,|I|+1 × Γg2,|J |+1
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で表すことにします。この場合、ループ L⃗ を切断ループと呼びます。ラベルの集
合 I に属する頂点は種数 g1の連結成分をなし、J でラベルづけられた頂点は種数
g2 の連結成分に属します。(I−, i, I+) (あるいは (J−, i, J+))で I ⊔ {i}を (あるい
は J ⊔ {i}を) 増加する順に並べ替えたものとしましょう。pi を分離した後 i1, i2
という二つのラベルを与えましたが、それは二つの相異なるグラフに属するので、
pi1 ∈ γ1のラベルにも pi2 ∈ γ2のラベルにも全く同じ iを与えることができます。
ループ L⃗の矢印は２頂点 pi1 and pi2 の順序に翻訳されたわけです。

注意 5.6. グラフ γ ∈ Γg,n の複雑度を表す量m(γ) = 2g − 2 + nを導入しましょう。辺
縮約変換は、どのタイプであれ複雑度m(γ)を丁度 1だけ減らすことがわかります。実際
ECO 1なら、

m(γ′) = 2g − 2 + (n− 1) = m(γ)− 1

となります。また、ECO 2をハンドルループに作用させるなら

m(γ′) = 2(g − 1)− 2 + (n+ 1) = m(γ)− 1

となり、切断ループの場合には

2g1 − 2 + |I|+ 1
+) 2g2 − 2 + |J |+ 1

2g1 + 2g2 − 4 + |I|+ |J |+ 2 = 2g − 2 + n− 1

となるので、確かに複雑度は１だけ減少しています。

有向セルグラフを導入する動機は非可換フロベニウス代数を扱うためです。共通部分を
持たない二つの集合の和集合を取る操作は対称的です。したがって、2D TQFTは必然的
に可換フロベニウス代数を与えます。有向グラフを用いる私たちの定式化の利点は非可換
フロベニウス代数とその非可換テンソル積を扱うことができる点にあります。
以下では、理論展開を簡単なものに保つため、矢印なしのセルグラフだけを扱います。

従って私たちは通常の 2D TQFTと可換フロベニウス代数だけを回復することになります。
一般論は [36] で展開される予定です。
いよいよセルグラフの圏の導入に進むことにしましょう。私たちがこれから展開する話

で一番型破りなのは、セルグラフ間の射として単体写像を採用しない点ではないかと思わ
れます。セルグラフ γから γ′への単体写像 f : γ −→ γ′ とは１次元単体複体の間の単体構
造を保つ写像のことであることを思い起こしましょう。写像 f は γ の頂点を γ′の頂点に
写し、γの辺は γ′の辺あるいは頂点に元の繋がり具合を保つように写します。特に、単体
写像はセルグラフが描かれた曲面の位相から誘導されるセルグラフ自体の位相に関して連
続です。

定義 5.7 (セルグラフの圏). 次の要領でセルグラフの圏 CGを定義します。
• 圏 CGの対象の集合はセルグラフ全体の集合

(5.6) Ob(CG) =
⨿

g≥0,n>0

Γg,n

と定めます。
• セルグラフ間の射 f ∈ Hom(γ, γ′) は辺縮約変換とセルグラフの自己同型の有限個
の合成写像として定義します。特にHom(γ, γ) = Aut(γ)です。もし辺の縮約と自
己同型の合成とで γを γ′に変換することができないならば、たとえセルグラフ間
に単体写像があったとしても、Hom(γ, γ′) = ∅ と定義することにします。

注意 5.8. 三つ組 (CG,⊔, ∅)は対称モノイド圏を為します。

注意 5.9. セルグラフの自己同型と ECO １とは単体写像ですが、ECO 2はそうではあり
ません。ECO 2を合成成分に含む射は一般には単体写像ではありません。連続写像です
らないのです。
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例 5.10. ここで射の例を幾つか与えます。頂点の集合は順序付けられており、自己同型は
順序を保つことに注意します。

Hom(•, •) = {id}.(5.7)

Hom
(
•, • •

)
= ∅.(5.8)

Hom(•E1•E2•, • •) = {E1, E2}.(5.9)

Hom(•E1•E2•, •) = {E1E2 = E2E1}.(5.10)

Hom

(
E1

•⃝•
E2

, •⃝
)

= {E1, E2 = σ(E1)}.(5.11)

Hom

(
E1

•⃝•
E2

, • •
)

= {E1E2 = E2E1}.(5.12)

例 (5.10)では、合成射E1E2 := E1 ◦E2 とE2E1 := E2 ◦E1 とは同じものです。これは両
者とも同じ結果 • • • → • • → • を引き起こす事から分かります。例 (5.11)と (5.12)

の左側のセルグラフはE1 とE2を入れ替える自己同型を持っています。それは辺縮約変換
としての等式 E2 = E1 ◦ σ = σ(E1) を誘導します。例 (5.11)には 2 : 1の被覆写像がある

事に注意しましょう。この単体被覆写像は
E1

•⃝•
E2

の辺E1とE2とを •⃝のたった一つのルー

プに写し、また、左のグラフの二つの頂点を右のグラフの唯一の頂点に写します。この写
像は辺縮約変換ではないので、セルグラフ間の射ではありません。例 (5.12)の射は連続写
像ではないので、単体写像ではありません。

記号VectでK 上の有限次元ベクトル空間のなす圏を表します。三つ組

C = (Vect,⊗,K)

はモノイド圏になります。簡単のため、私たちは対称テンソル積のみを考慮しているので、
Cは対称モノイド圏です。VectのK-対象とはベクトル空間 V と線型写像 ϵ : V −→ Kの
組 (V, ϵ : V −→ K)の事を指します。VectのK-対象の為す圏をVect/Kで表します。こ
の圏は唯一の終対象 (K, id : K −→ K)を持つので、

C/K =
(
Vect/K,⊗, (K, id : K −→ K)

)
はまたモノイド圏になります。モノイド圏 C/K の自己函手圏を
(5.13) Fun(C/K, C/K)

で表す事にしましょう。これはモノイド函手 α : C/K −→ C/K をその対象とし、モノイ
ド函手間の自然変換を射とする圏です。その関係を可換図式を用いて

V

h

��

f

��

α(V )

α(h)

��

α(f)

��

τ // β(V )

β(h)

��

β(f)

��
K K

τ // K

W

g

>>

α(W )

α(g)
<<

τ // β(W )
β(g)

<<

と表す事ができます。ここで、左側の三角形は C/K の二つの対象 (V, f : V −→ K)と
(W, g :W −→ K)と、その間の射 hを示します。右側のプリズム型の図式はその三角形の
二つのモノイド自己函手 αと βによる像

V 7−→ α(V ), V 7−→ β(V )
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W 7−→ α(W ), W 7−→ β(W )

と、それらの間の自然変換 τ : α −→ β を表しています。自己函手圏 Fun(C/K, C/K)の
終対象は

(5.14) ϕ : (V, f : V −→ K) −→ (K, idK : K −→ K)

で、それは定義域 C/K の全ての対象を C/K の終対象に写す自己函手です。

定義 5.11 (自己函手圏のモノイド圏構造、 [36]). 自己函手圏Fun(C/K, C/K)に、テンソ
ル積と自己函手終対象 (5.14)を単位対象として再びモノイド圏構造を導入します。

注意 5.12. 任意の圏 C の自己函手圏 Fun(C, C)は自然に函手の合成と恒等函手とによっ
てモノイド圏を為しますが、ここで私たちが扱うモノイド圏の構造はそれとは全く違うも
のであることに留意してください。本稿では自己函手圏Fun(C/K, C/K)は常に定義 5.11
で与えられたモノイド圏の構造を入れたものとして扱います。

定義 5.13 (ECO函手、[36]). ECO函手を、モノイド函手

(5.15) ω : CG −→ Fun(C/K, C/K)

であって次の条件を充すものとして定義します。
• 頂点一つだけで辺を全く含まないグラフ • ∈ Γ0,1 は恒等函手

(5.16) ω(•) = id : C/K −→ C/K
に対応します。
• 各グラフ γ ∈ Γg,nは函手

(5.17) ω(γ) : (V, ϵ : V −→ K) 7−→ (V ⊗n, ωV (γ) : V
⊗n −→ K)

に対応します。
• 射としての辺縮約変換は函手の間の自然変換に対応します。

ここで、フロベニウス対象の定義を与えましょう。

定義 5.14 (フロベニウス対象). 対称モノイド圏 (C,⊗,K)のフロベニウス対象とは、対象
V ∈ Ob(C) と射

m : V ⊗ V −→ V, 1 : K −→ V, δ : V −→ V ⊗ V, ϵ : V −→ K

の組 (V,m,1, δ, ϵ)であって、次の条件を充すものとして定義されます。
• (V,m,1)は Cのモノイド対象を為します。
• (V, δ, ϵ)は Cの余モノイド対象を為します。

さらに、射m と δ とは両立条件 (1.7)

V ⊗ V ⊗ V
m⊗id

&&
V ⊗ V

id⊗δ
88

m //

δ⊗id &&

V
δ // V ⊗ V

V ⊗ V ⊗ V
id⊗m

88

を充します。

私たちはVectのK-対象からなるモノイド圏を考えているので、アプリオリには V の
中に 1という概念は含まれていません。射 1 : K −→ V の存在は非退化条件を要求しま
す。次の定理は [36]で証明されました。

定理 5.15 (フロベニウス対象の生成、 [36]). 剛性モノイド圏 C/Kの対象 (V, ϵ : V −→ K)
は、函手 ωV (• •) : V ⊗ V −→ Kが V 上に非退化対称双線型形式を定めるとき、フロベ
ニウス対象となります。
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6. セルグラフから 2D TQFTへ

第 4節の結果から、2D TQFTはフロベニウス代数Aと、全ての g ≥ 0、n ≥ 1 につい
て与えられた線型写像

(6.1) ωg,n : A⊗n −→ K

の組 (A,ωg,n)で然るべき条件を充すものとしても定義されることが分かります。その条件
とは次にようなものでした。まず、2g − 2 + n > 0のとき (A,ωg,n) はCohFTの公理を充
します。さらに、条件

(6.2)
ω0,1 = ϵ : A −→ K,

ω0,2 = η : A⊗A −→ K

を課します。この節では、2D TQFTの全く別の新しい定式化を与えます。私たちのアイ
ディアはセルグラフを基にした別の公理系を与えることです。最終目標は、2D TQFT、
CohFT、ミラー対称性、位相的漸化式、量子曲線といった概念を統一的に関連付けて捉え
ることにあります。量子曲線は本稿の第２部で導入されます。上に述べた関連は [36]で展
開される予定です。

定理 6.1 (グラフ不変性、 [32]). 今、(A, ϵ : A −→ K)が定義 5.13で与えられたECO函手
ωに関してフロベニウス対象であるとしましょう。この時、全ての連結セルグラフ γ ∈ Γg,n

は常に同じ写像

(6.3) ωA(γ) : A
⊗n ∋ v1 ⊗ · · · ⊗ vn 7−→ ϵ(v1 · · · vneg) ∈ K

を引き起こします。ここで、eは (1.12)で与えられたオイラー元です。

系 6.2 (ECOは 2D TQFTを導く). 任意の γ ∈ Γg,nによって

ωg,n(v1, . . . , vn) = ωA(γ)(v1, . . . , vn)

と定義すれば、{ωg,n}は 2D TQFTを与えます。

証明. 写像 (6.3)の値は (4.17)と同じなので、{ωg,n}は 2D TQFTを与えるのです。 □
それでは定理 6.1の証明に移りましょう。まずグラフ不変性の三つの例を与えることか

ら始めます。

Figure 6.1. 円盤の境界に置かれた辺の除去。

補助定理 6.3 (円盤の境界上の辺の除去). セルグラフ γ ∈ Γg,nを一つとります。
• Case 1. 円盤を囲むループ Lが γに含まれている場合。γから単純にループ Lを
取り除いたグラフを γ′ ∈ Γg,n で表します。私たちはループを縮約しているわけで
はないので、グラフのタイプは変わりません。
• Case 2. グラフ γの相異なる２頂点 pi、pjが円盤を囲む２辺E1とE2の境界を為
す場合。 辺E2を γから消し去ったグラフを γ′ ∈ Γg,nで表します。ここでも、E2

を縮約しているわけではありません。
• Case 3. γ内の互いにイソトープな二つのループ L1、L2が頂点 piに繋がってい
る場合。ループ L2 を γから取り除いたグラフを γ′ ∈ Γg,nで表します。

図 6.1を参照してください。上のどの場合でも、

(6.4) ωA(γ)(v1, . . . , vn) = ωA(γ
′)(v1, . . . , vn)

が成り立ちます。
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証明. Case 1. 頂点 piに繋がったループLの縮約は、非連結なグラフ (γ0, γ
′) ∈ Γ0,1×Γg,n

を引き起こします。ここで、γ0はただ１点のみからなるグラフです。ECO 1に対応する
自然変換から求める等式が導かれます。

ωA(γ)(v1, . . . , vn) =
∑
a,b,k,ℓ

η(vi, ekeℓ)η
kaηℓbωA(γ0)(ea)ωA(γ

′)(v1, . . . , vi−1, eb, vi+1 . . . , vn)

=
∑
a,b,k,ℓ

η(vi, ekeℓ)η
kaηℓbη(1, ea)ωA(γ

′)(v1, . . . , vi−1, eb, vi+1 . . . , vn)

=
∑
b,k,ℓ

η(vi, ekeℓ)δ
k
1η

ℓbωA(γ
′)(v1, . . . , vi−1, eb, vi+1 . . . , vn)

=
∑
b,ℓ

η(vi, eℓ)η
ℓbωA(γ

′)(v1, . . . , vi−1, eb, vi+1 . . . , vn)

= ωA(γ
′)(v1, . . . , vi−1, vi, vi+1 . . . , vn).

Case 2. γ 内で辺 E1 を縮約すると、E2 は円盤を囲むループになるので、Case 1を用
いて取り除くことができます。縮約で得られた新しい頂点には変数 vivjが付与されていま
す。ここで辺E1を回復すれば、グラフは γからE2を取り除いたものと同じになります。
したがって、(6.4)が成り立ちます。

Case 3. ループ L1の縮約で L2は円盤を囲むループになるので、また Case 1を用いて
取り除くことができます。そのあとでL1を回復すれば、グラフは γからL2を取り除いた
ものと同じになり、(6.4)が成り立ちます。 □

注意 6.4. この三つのケースは双対リボングラフの言葉では、まさに次数１と２の頂点を
取り除くことに他なりません。（[81]参照。）

定義 6.5 (被約セルグラフ). どのループや二角形も円盤を囲まないとき、セルグラフを被約
セルグラフと呼ぶことにします。その双対リボングラフは次数１と２の頂点を持ちません。

補助定理 6.3、Case 1から Γ0,1 の全てのグラフ γは同じ写像

(6.5) ωA(γ)(v) = ϵ(v)

を与えることが分かります。同様に Case 2と 3から γ ∈ Γ0,2は常に

ωA(γ)(v1, v2) = η(v1, v2)

を与えます。これは、γから 2頂点をつなぐ辺一つ以外の全ての辺とループとを取り除くこ
とができるからです。ECO 1に対応する自然変換から、ωA(γ)の値が ϵ(v1v2) = η(v1, v2)
であることが導かれます。

定理 6.1の証明. m = 2g − 2 + nに関する数学的帰納法で証明を行います。初期命題は
m = −1、つまり (g, n) = (0, 1)の場合で、(6.5)により成立することがわかります。そこ
で、2g− 2+ n < mを充す全ての (g, n)について (6.3)が成立すると仮定しましょう。今、
2g− 2+n = mであるようなタイプ (g, n)を持つセルグラフ γ ∈ Γg,nを一つとります。も
し γが相異なる 2頂点 piと pj を繋ぐ辺を持っているなら、その辺を縮約したものを γ′と
すれば、帰納法の仮定から

ωA(γ)(v1, . . . , vn) = ωA(γ
′)(v1, . . . , vi−1, vivj , vi+1 . . . , v̂j , . . . , vn) = ϵ(v1 . . . vne

g)

が従います。もしある頂点 piに繋がったループを縮約するなら、ECO 2に対応する自然
変換はハンドルループか切断ループかによって二つの異なる結果を導きます。前者の場合
は連結グラフ γ′が得られ、(1.9)と (1.13)とから

ωA(γ)(v1, . . . , vn) =
∑
a,b,k,ℓ

η(vi, ekeℓ)η
kaηℓbωA(γ

′)(v1, . . . , vi−1, ea, eb, vi+1, . . . , vn)

=
∑
a,b,k,ℓ

η(viek, eℓ)η
kaηℓbωA(γ

′)(v1, . . . , vi−1, ea, eb, vi+1, . . . , vn)
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=
∑
a,k

ηkaωA(γ
′)(v1, . . . , vi−1, ea, viek, vi+1, . . . , vn)

=
∑
a,k

ηkaϵ(v1 · · · vneg−1eaeb)

= ϵ(v1 · · · vneg)

が従います。切断ループの場合には、ECO 2はグラフの分割 γ → (γ1, γ2) を誘導し、

ωA(γ)(v1, . . . , vn) =
∑
a,b,k,ℓ

η(vi, ekeℓ)η
kaηℓbωA(γ1)

(
vI− , ea, vI+

)
ωA(γ2)

(
vJ− , eb, vJ+

)
=
∑
a,b,k,ℓ

η(vi, ekeℓ)η
kaηℓbϵ

(
ea
∏
c∈I

vce
g1

)
ϵ

(
eb
∏
d∈J

vde
g2

)

=
∑
a,b,k,ℓ

η(viek, eℓ)η
kaηℓbη

(∏
c∈I

vc, eae
g1

)
ϵ

(
eb
∏
d∈J

vde
g2

)

=
∑
a,k

ηkaη

(∏
c∈I

vce
g1 , ea

)
ϵ

(
viek

∏
d∈J

vde
g2

)

= ϵ

(
vi
∏
c∈I

vce
g1
∏
d∈J

vde
g2

)
= ϵ(v1 · · · vneg1+g2)

が導かれます。従って、どのように ECO 1や ECO 2を作用させても常に同じ結果が得ら
れます。これで証明が終わりました。 □

7. TQFT-係数の位相的漸化式

フロベニウス代数Aが多様体の大コホモロジー構造で与えられている時にはそれはグロ
モフ－ウィッテン理論と直接の繋がりを持っています。この場合、フロベニウス代数は基
礎体上無限次元なので、第１部で考察している 2D TQFTには対応しません。ただ、対象
とする空間が０次元なら、グロモフ－ウィッテン理論は完全にTQFTで捉えられます。基
本的な例の一つは空間が一点の場合、つまりA = Qの場合で、それはMg,n上のトートロ
ジー類 ψの交叉数の関係式を与え、今の私たちの観点からは [32, 33]で扱われました。も
う一つは有限群Gの群環の中心A = ZC[G] の場合で、分類空間BGのグロモフ－ウィッ
テン不変量を与えます。これについては [36]で詳述します。
この節で扱いたいのは各頂点が v ∈ Aで着色されたセルグラフの数え上げ問題です。私

たちは辺縮約変換が組み合わせ論的関係式を与え、そのラプラス変換が位相的漸化式にな
ることを見ます。フロベニウス代数による着色が定義 5.5で与えられる辺縮約変換のもと
で函手的であるという条件を課すと、前節で証明したように、色付けの過程がグラフと独
立になるので、数え上げ問題は大幅に簡単化されます。答えは、タイプ (g, n)ごとにグラ
フの数を ϵ(v1 · · · vneg)に掛けたものになります。
ところがここで問題が生じてしまいます。私たちは、重辺やループを許しているので、

位相タイプを決めてもグラフの数は無限大なのです。数えているものが無限になってしま
う時に用いる標準的手法がラプラス変換です。これはまさにラプラスによって、無限大を
数えるために導入されたのでした。朝永の言う無限大のくりこみを,ファインマン図形で
数え上げるのも同じ原理です。次数 (µ1, . . . , µn)の順序付けられた頂点を持つセルグラフ
の数を

(7.1) Γg,n(µ1, . . . , µn)

で表しましょう。d = 0, 1, 2として、種数 gの曲面の単体分割の d次元単体の数を cdで表
すと、オイラー標数の公式から、n = c0、

∑n
i=1 µi = 2c1、2− 2g = n− c1 + c2 が成り立

ちます。即ち、 (7.1)が有限集合であることが従います。
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数え上げの問題は、数えている対象が自明でない自己同型を持たない時の方が簡単です。
同型なものが二つあれば、同型類は一つとして数えるのが自然です。従って、位数２の自己
同型を持つ対象は、２分の１と数えることになります。どの対象の自己同型も一度に整理
できればいちばん楽なわけです。ところで、自己同型を無くすにはいくつか方法がありま
す。条件をなるべく少なくする方法もあれば、大量の条件を一律に課して如何なる自己同
型の可能性をも抹殺することも可能でしょう。実際、パラメターの数が大きければ、(7.1)
に含まれるセルグラフのほとんどは自己同型を持ちません。前に述べたように、セルグラ
フの自己同型は各頂点の周りで繫がっている半辺の回転群の直積の部分群に含まれるので、
自己同型を許さないようにするもっとも手っ取り早い方法は、各頂点の周りで、連結され
た半辺のどれか一つに外向きの矢印をつけることです。これは [37, 85]で採用された方法
です。でも箙を考えているわけではありません。矢印付きのセルグラフの自己同型は、矢
印のついた半辺をも保たねばならないので、頂点の周りでの回転はもはや許されません。
次数 (µ1, . . . , µn)の順序付けられた頂点を持ち、連結で、上に述べたように矢印がつけ

られたタイプ g, nのセルグラフの集合 Γ̂g,n(µ1, . . . , µn) の元の数を

(7.2) Cg,n(µ1, . . . , µn) :=
∣∣∣Γ̂g,n(µ1, . . . , µn)

∣∣∣
と表します。これは常に非不正数で、例えば C0,1(2m) = 1

m+1

(
2m
m

)
はm次のカタラン数

です。グラフ γ ∈ Γ̂g,n(µ1, . . . , µn) に対応する系 6.2 の写像を ωg,n = ωA(γ) : A
⊗n −→ K

とするとき、重み Cg,n(µ1, . . . , µn)を持つ TQFT

(7.3) Cg,n(µ1, . . . , µn) · ωg,n : A⊗n −→ K

が辺縮約変換のもとでどのように変化するのかを調べてみましょう。まず、γの第一頂点
p1から出る辺の中で、矢印を持ったものEを選び、図 5.1に従って縮約します。どこで辺
を縮約したかを記憶しておくために、γが描かれた曲面の向きで定まる巡回順序に従って
次に来る半辺にEの矢印を移します。Eが２頂点 p1と pjを繋いでいたならば、pjの周り
の µj 個の半辺のどれかについていた矢印を消してしまいます。もしEがループなら、図
5.2 に従ってそれを縮約し、頂点 p1 を二つに分離します。ここでも、新しい頂点それぞれ
の周りで、巡回順序に従って次に来る半辺に矢印を付けます。このプロセスから、次に述
べる命題が得られます。

命題 7.1. 矢印付きセルグラフの数で重みづけられた 2D TQFTは方程式

(7.4)

Cg,n(µ1, . . . , µn) · ωg,n(v1, . . . , vn)

=
n∑

j=2

µjCg,n−1(µ1 + µj − 2, µ2, . . . , µ̂j , . . . , µn) · ωg,n−1(v1vj , v2, . . . , v̂j , . . . , vn)

+
∑

α+β=µ1−2

Cg−1,n+1(α, β, µ2, . . . , µn) · ωg−1,n+2

(
δ(v1), v2, . . . , vn

)
+

∑
α+β=µ1−2

∑
g1+g2=g

I⊔J={2,...,n}

∑
a,b,k,ℓ

η(v1, ekeℓ)η
kaηℓb

×
(
Cg1,|I|+1(α, µI) · ωg1,|I|+1(ea, vI)

) (
Cg2,|J |+1(β, µJ) · ωg2,|J |+1(eb, vJ)

)
を充します。

この式は、[37, 85, 100]で得られた一般カタラン数 Cg,n(µ1, . . . , µn)の関係式に

ωg,n(v1, . . . , vn) = ϵ(v1 . . . vne
g)

を掛けたものと同じ形をしています。序節で述べたように、一般カタラン数はラプラス変
換をすると位相的漸化式を充たすので、フロベニウス代数係数の位相的漸化式を考えるこ
とができます。式の煩雑さを解消ために、f, h : A −→ Kがフロベニウス代数A 上の線型
写像のとき、

(7.5) (f ⊗ h) ◦ δ =
∑
a,b,k,ℓ

η(•, ekeℓ)ηkaηℓbf(ea)h(eb)
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と書くことにします。
初めに、[42]に従って最も簡単な場合の位相的漸化式を概観しましょう。スペクトル曲

線として、複素２次元 xy 空間内の種数０の開リーマン面Σ を取り、そのグローバル座標
zを一つ定めます。射影 x : Σ −→ C は単純分岐写像であると仮定し、その単純分岐点を
{p1, . . . , pr} ⊂ Σ で表します。もう一つの射影 y(z)は各 pαの近傍で１対１であるとしま
す。さらに、Σ上のコーシー核の役割を果たすものとして、

(7.6) ωa−b(z) =
dz

z − a
− dz

z − b
+ ω(z)

を一つ定めます。ここで、a, b ∈ Σは任意の２点、ω(z)はΣ上の正則１形式です。各分岐
点 pαの周りの開円盤 Uαを、正則函数 x : Uα −→ Cが 2 : 1写像となるように選びます。
そうすれば、Uαの位数２の正則自己同型で xの値を保つもの

(7.7) σα : Uα −→ Uα, x
(
σα(z)

)
= x(z)

が存在します。Σn上の有理型対称 n重１次微分形式

Wg,n(z1, . . . , zn) = wg,n(z1, . . . , zn)dz1 ⊗ · · · ⊗ dzn, 2g − 2 + n > 0

が位相的漸化式を充たす、とは方程式

(7.8) Wg,n(z1, . . . , zn) =
1

2πi

r∑
α=1

∮
∂Uα

ωσα(z)−z(z1)(
y
(
σα(z)

)
− y(z)

)
dx(z)

×

Wg−1,n+1

(
z, σα(z), z2, . . . , zn

)
+

No (0,1)∑
g1+g2=g

I⊔J={2,...,n}

Wg1,|I|+1(z, zI)Wg2,|J |+1

(
σα(z), zJ

)
が成り立つことを意味します。ここで、zI = (zi)i∈I で、「No (0, 1)」は和をとるときに、
種数の分割 g = g1 + g2と添字集合の分割 I ⊔ J = {2, . . . , n}が g1 = 0かつ I = ∅の場合
も g2 = 0かつ J = ∅の場合も含まないことを要請します。積分変数は z ∈ ∂Uαです。式
(7.8)の括弧 [ ]内の微分形式は、zの対称２重１次微分（２次微分とも呼ばれることもあ
ります）で、それに 1/dxα(z)が掛け算されます。この普段用いられない正則１形式の逆数
の掛け算は、正則ベクトル場の為す層K−1

Σ の有理型切断 1/dxα(z)を対称２重１次微分、
即ちK⊗2

Σ の有理型切断に掛けて、KΣ の有理型切断、即ち有理型１形式を作る操作を表
します。その有理型１形式の各分岐点での留数をとる、と言うのが漸化式の右辺の意味で
す。１形式W0,1は

(7.9) W0,1(z) := y(z)dx(z)

で与えます。式 (7.8)の中でW0,1は分母に現れています。２形式W0,2は

(7.10) W0,2(z1, z2) := dz1ω
z1−b(z2)

で定めます。定数 b ∈ Σは何でもよく、結果には影響しません。漸化式の [ ]内の和の中
にW0,2が露わに現れています。

注意 7.2. 位相的漸化式は、Wg,n(z1, . . . , zn)が対称 n重１次微分だと仮定しているので、
式 (7.8)の右辺が対称式でなければ意味を為しません。[42]の付録で実際幾つかの仮定の
もとで右辺が自動的に対称になることが示されています。位相的漸化式が対称式であるこ
とを初めから明白に分かるように定式化するべきだと言うのが [70]の動機の一つです。
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定義 7.3. 上記の記号を踏襲し、さらにフロベニウス代数Aを一つ固定します。フロベニ
ウス代数係数位相的漸化式とは対称写像Wg,n =Wg,n(z1, . . . , zn) : A

⊗n −→ K の関係式

(7.11)

Wg,n(z1, . . . , zn;v1, . . . , vn) =
1

2πi

r∑
α=1

∮
∂Uα

∑
a,b,k,ℓ

K
(
z, σα(z), z1; ek, eℓ, v1

)

×

Wg−1,n+1

(
z, σα(z), z2, . . . , zn; ea, eb, v2, . . . , vn)

+

No (0,1)∑
g1+g2=g

I⊔J={2,...,n}

Wg1,|I|+1(z, zI ; ea, vI)Wg2,|J |+1

(
σα(z), zJ ; eb, vJ

)
のことであると定義します。積分核はフロベニウス形式を用いて

(7.12) K
(
z, σα(z), z1; ek, eℓ, v1

)
=
ωσα(z)−z(z1)η(ekeℓ, v1)η

kaηℓb(
y
(
σα(z)

)
− y(z)

)
dx(z)

で与えられます。形式的に簡単化して (7.11)を

(7.13)

Wg,n =
1

2πi

r∑
α=1

∮
∂Uα

K
(
z, σα(z), z1

)

×

Wg−1,n+1 ◦ δ +
No (0,1)∑
g1+g2=g

I⊔J={2,...,n}

(
Wg1,|I|+1 ⊗Wg2,|J |+1

)
◦ δ


と表すこともできます。この場合、積分核は通常のものと同じです。

K
(
z, σα(z), z1

)
:=

ωσα(z)−z(z1)(
y
(
σα(z)

)
− y(z)

)
dx(z)

.

定理 7.4. (A⊗n)∗に値を持つ対称 n重１次形式Wg,n(z1, . . . , zn)がフロベニウス代数係数
位相的漸化式 (7.11)を充すとします。もし (7.10)の２形式W0,2によって初期値が

W0,2(z1, z2; v1, v2) =W0,2(z1, z2) · η(v1, v2)

で与えられているならば、位相的漸化式 (7.8)の解 {Wg,n}と 2D TQFT{ωg,n} が存在して、
(7.14) Wg,n(z1, . . . , zn; v1, . . . , vn) =Wg,n(z1, . . . , zn) · ωg,n(v1, . . . , vn)

が全ての 2g − 2 + n > 0を充す g, nについて成立します。

証明. m = 2g−2+nに関する数学的帰納法で証明を与えます。初期条件はm = 0の場合で
す。今、2g−2+n < mの範囲の全ての (g, n)について、(4.17)で与えたωg,n = ϵ(v1 · · · vneg)
によって (7.14)が成り立つとしましょう。この時、漸化式 (7.11)と ECO 2のもとでの函
手性から、2g− 2+ n = mであるような全ての (g, n)について (7.14)が成立することが従
います。 □
注意 7.5. 余積に対応する ECO 2は上で見たように位相的漸化式の中に現れていますが、
積に対応する ECO １は出てきていないように見受けられます。実はそれは (1.14)の積を
余積に変える操作を通して、分割の和の中の g1 = 0, |I| = 1か g2 = 0, |J | = 1を含む項の
中に現れているのです。I = {i}の場合を見て見ましょう。帰納法の仮定からそれは

W0,2(z, zi; ea, vi)Wg,n−1

(
σα(z), z2, . . . , ẑi, . . . , zn; eb, v2, . . . , v̂i, . . . , vn

)
=W0,2(z, zi)Wg,n−1

(
σα(z), z2, . . . , ẑi, . . . , zn

)
· ω0,2(ea, vi)ωg,n−1(eb, v2, . . . , v̂i, . . . , vn)
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として和の中に含まれていますが、同時に∑
a,b,k,ℓ

η(ekeℓ, v1)η
kaηℓbω0,2(ea, vi)ωg,n−1(eb, v2, . . . , v̂i, . . . , vn)

=
∑
b,ℓ

ηℓbω0,2(v1eℓ, vi)ωg,n−1(eb, v2, . . . , v̂i, . . . , vn)

=
∑
b,ℓ

ηℓbη(v1vi, eℓ)ωg,n−1(eb, v2, . . . , v̂i, . . . , vn)

= ωg,n−1(v1vi, v1, . . . , v̂i, . . . , vn)

が成り立ち、積に対応した項となっているのです。

セルグラフの数え上げ問題に戻りましょう。[37, 85]で展開された手法を用いて、組み
合わせ論的方程式 (7.4)のラプラス変換を求めることができます。その結果として、フロ
ベニウス代数係数位相的漸化式 (7.11)の解

Wg,n =WD
g,n(z1, . . . , zn) · ωg,n

が得られます。ここで、WD
g,nはスペクトル曲線 (0.1) [37, Theorem 4.3]に対応する位相的

漸化式の解 [37, (4.14)]で、ωg,nはフロベニウス代数A に対応する TQFTです。
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Part 2. ヒッグズ束の量子化

8. 量子曲線

ケーラー多様体Xのコホモロジー環H∗(X,C)はZ/2Z次数付きZ/2Z可換なC上のフ
ロベニウス代数です。Xの種数０のグロモフ－ウィッテン不変量はコホモロジー環の量子
変形である大きな量子コホモロジー環を与えます。もしX のミラー対称が確立している
とするならば、この大きな量子コホモロジーはX のミラー双対空間 Y の複素解析構造に
反映します。グロモフ－ウィッテン不変量は 2g − 2 + n > 0, g ≥ 0, n > 0であるようなす
べての (g, n)について定義されるので、自然な疑問が湧きます。

問い 8.1. 一体 Y のどんな複素解析幾何がミラー対称を通してX のすべての種数に渡る
グロモフ－ウィッテン不変量に対応しているのでしょうか？

種数０から g ≥ 0への移行は正に場の量子論で言う量子化の過程ですから、Xの全種数
のグロモフ－ウィッテン不変量に対応する情報は Y 複素解析的な量子幾何とでも言うべき
ものでしょう。素朴に考えれば、それは多様体 Y を古典極限として持つような D加群だ
ろうと思われます。そうだとすれば、D加群は Y 上に定義されているわけではありませ
ん。ではどこにD加群があるのでしょうか？また、量子変形のパラメター ℏの幾何学的位
置付けをどう定めたら良いのでしょうか？
量子曲線の概念は、ミラー対称多様体 Y の幾何情報が代数的あるいは解析的複素曲線で

捉えられているという特別な場合に現れます。ミラーが曲線になる例の典型的なものはX
が３次元トーリックカラビ－ヤウ軌道体の場合です。そのミラー対応 Y はやはり３次元カ
ラビ－ヤウ多様体ですが、幾何情報はミラー曲線と呼ばれるリーマン面とそのC∗ ×C∗へ
の埋め込みで完全に決まります。カラビ－ヤウの例とはかなり性格が違いますが、P1のフ
ルヴィッツ型被覆や実曲面に埋め込まれた様々な種類のグラフなどの数え上げ問題では、
ミラー曲線に当たるものが現れます。この場合、Xに当たる「空間」は無いのですが、ミ
ラー対称は確かに存在し複素曲線を与えます。こういうミラー曲線はもっと一般な概念で
あるスペクトル曲線の一例となっています。
ミラー対称以外にスペクトル曲線は数学のいろいろな場面で現れます。例えば、完全積

分可能系の理論、ランダム行列理論、位相的漸化式論、ヒッチンによるヒッグズ束の理論な
ど。スペクトル曲線Σは二つの特徴を持っています。一つはそれが複素シンプレクティッ
ク曲面のラグランジアン部分曲線になっているということ、もう一つは底曲線と呼ばれる
別の曲線Cへの射影 π : Σ −→ Cを持つ、ということです。そして、量子曲線を、底曲線
C 上のD加群であって、その準古典極限が余接束 T ∗C 内のスペクトル曲線 Σ ⊂ T ∗C と
して実現されるもの、と捉えることができます。
ミラー対応の観点からすれば、スペクトル曲線は量子コホモロジーに対応しており、す

でに量子化された対象です。2DTQFTとCohFTのアナロジーで言えば、可換フロベニウ
ス代数Heven(X,C) がスペクトル曲線に対応するのではなく、種数０に制限した CohFT
がスペクトル曲線の情報を持っているわけです。

注意 8.2. 大量子コホモロジー環そのものはフロベニウス代数ですが、ノビコフ環を使っ
て定義されるので、基礎体上有限次元ではありません。そのため、偶数次部分は可換フロ
ベニウス代数であっても、第１部で扱った 2D TQFTにはなりません。

私たちが第２部で扱う量子化の代表例はシュレーディンガー方程式です。今、質量１、
エネルギーE、バネ定数 1/4の１次元調和振動子を考えましょう。それは、実軸の余接空
間であるフェーズ平面内の等角運動量楕円運動として幾何的に捉えることができます。ス
ペクトル曲線は実シンプレクティック平面内の楕円

1

4
x2 + y2 = E

です。その量子化は調和振動子の量子化そのもので、時間に依らない 空間１次元のシュ
レーディンガー方程式

(8.1)

(
−ℏ2 d

2

dx2
+

1

4
x2 − E

)
ψ(x, ℏ) = 0
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で与えられます。第２部の量子曲線論はこの調和振動子の量子化と完全な調和を保ちます。
私たちは、複素シンプレクティック曲面として (C2, dx ∧ dy)を用います。平面２次曲線

(8.2)
1

4
x2 − y2 = 1

がラグランジアンとしてのスペクトル曲線の例です。複素座標では虚数単位は不要なので、
y = d/dxと同一視します。２次曲線 (8.2)の量子化はシュレーディンガー方程式

(8.3)

((
ℏ
d

dx

)2

+ 1− 1

2
ℏ− 1

4
x2

)
ψ(x, ℏ) = 0

で、本質的には量子調和振動子 (8.1)と同じものです。これはエルミート－ウエーバー方
程式で、その解もよく知られています。

問い 8.3. なぜ私たちはよく知られた古典微分方程式を問題にしているのでしょうか？

この問いの [31, 33, 37, 85]で展開された驚くべき答えは、解の漸近展開を通してMg,n上
のコホモロジー交叉数が得られる、というものでした。まず方程式にゲージ変換

(8.4)

e−
1
4ℏx

2

((
ℏ
d

dx

)2

+ 1− 1

2
ℏ− 1

4
x2

)
e

1
4ℏx

2
Z(x, ℏ)

=

(
ℏ
d2

dx2
+ ℏx

d

dx
+ 1

)
Z(x, ℏ) = 0

を施してみましょう。ここで、Z(x, ℏ) = e−
1
4ℏx

2
ψ(x, ℏ)です。前節 (7.2)で調べた整数値

函数 Cg,n(µ1, . . . , µn) の母函数（ラプラス変換）を

(8.5) Fg,n(x1, . . . , xn) :=
∑

µ1,...,µn>0

Cg,n(µ1, . . . , µn)

µ1 · · ·µn
x−µ1

1 · · ·x−µn
n

とします。その微分Wg,n = d1 · · · dnFg,n がスペクトル曲線 (0.1)に基づく位相的漸化式
を充たし、 それが量子曲線 (8.4)の準古典極限であることが [37, 85]で見出されました。
(g, n) = (0, 1)と (0, 2)の値をしかるべく与えれば、無限次完全WKB展開

(8.6) Z(x, ℏ) = exp

(∑
g,n

1

n!
ℏ2g−2+nFg,n(x, . . . , x)

)
がえられます [33, 37, 85]。さらに [37]で著者たちは座標変換

(8.7) x = x(t) =
t+ 1

t− 1
+
t− 1

t+ 1

のもので、2g − 2 + n > 0の範囲の (g, n) については Fg,n

(
x(t1), x(t2), . . . , x(tn)

)
がロー

ラン多項式であることを発見しました。[37]ではミステリーだった座標変換 (8.7)はそのあ
と [31]でヒルツェブルフ曲面 P

(
KP1 ⊕OP1

)
内の特異曲線 (0.1) のブローアップによる特

異点解消であることが明らかにされました。このローラン多項式の最高次項は 6g− 6+3n
同次多項式

(8.8) F highest
g,n (t1, . . . , tn) =

(−1)n

22g−2+n

∑
d1+···+dn
=3g−3+n

⟨τd1 · · · τdn⟩g,n
n∏

i=1

(
|2di − 1|!!

(
ti
2

)2di+1
)

で、その係数がモジュライ空間Mg,n 上の交叉係数

(8.9) ⟨τd1 · · · τdn⟩g,n =

∫
Mg,n

ψd1
1 · · ·ψ

dn
n

で与えられるのです。位相的漸化式は単独の方程式 (8.3) から全てのFg,n(x1, . . . , xn)を計
算する方法と見ることができます。つまり、量子曲線 (8.3)はあらゆる交叉数 (8.9)の情報
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を含んでいるのです！こういったトピックは著者たちの以前のレクチャーノート [33]に詳
しく描かれています。
本稿では深入りしませんが、量子曲線を話題にする時に述べるべき重要な概念の一つに

[16]で導入された組紐理論の A多項式があります。A多項式 AK(x, y)はその０点集合と
して複素シンプレクティック曲面 (C∗×C∗, d log x∧ d log y) 内にやはり同じ名前で呼ばれ
る代数曲線を定めます。それを私たちはスペクトル曲線と捉えるのです。もう少し詳しく
見てみましょう。与えられた組紐K ⊂ S3の補集合の基本群の SL2(C)指標多様体から、
３次元球面内の組紐Kの開近傍の補集合の境界として現れるトーラス T 2 = S1 × S1の基
本群の SL2(C)指標多様体への自然な制限写像

(8.10)
Hom

(
π1(S

3 \K), SL2(C)
)�SL2(C) −→ Hom

(
π1(T

2), SL2(C)
)�SL2(C)

∼= (C∗)2/(Z/2Z)

を考えましょう。私たちはGIT（幾何学的不変式論）商を取っているので、値域は安定開
集合を SL2(C)の共役作用で割ったものですから、SL2(C) 内の二つの対角行列の組の同
値類の集合になります。写像 (8.10)の像で１次元のものを集め、(C∗)2に引き戻せば、ア
フィン代数曲線Σが得られます。その定義方程式AK(x, y) ∈ Z[x, y] は整数環上定義され
ており、それを [16]の著者たちはアフィン曲線に因んでA多項式と呼んだのでした。さら
に、この曲線そのものが組紐Kの位相不変量であること、また、その射影コンパクト化の
函数体C(Σ) の２次代数的K群K2

(
C(Σ)

)
の元としてスタインバーグシンボル {x, y}が捻

れ元となっていること、など様々な深い性質が [16]で証明されています。
A多項式の量子化はワイルの量子化を通して行われます。文献 [46, 49] に従って、２変

数 (q, n) ∈ C∗ × Z+ の函数 f(q, n)に作用する掛け算作用素と差分作用素を

(8.11)

{
(x̂f)(q, n) := qnf(q, n)

(ŷf)(q, n) := f(q, n+ 1)

で定めると、それらの間には交換関係

x̂ · ŷ = qŷ · x̂

が成立します。置換え x 7−→ x̂, y 7−→ ŷがワイル量子化と呼ばれるものです。さて、今組
紐K の色付きジョーンズ多項式 JK(q, n)を考えましょう。色 nは SL2(C)の既約表現の
次元です。ガルファリディス [49]はA多項式の量子化が存在して、

(8.12) ÂK(x̂, ŷ; q)JK(q, n) = 0

が成り立つであろうという驚くべき予想（AJ予想と呼ばれる）をたてました。ここで言
う量子化とは、差分作用素 ÂK(x̂, ŷ; q) で、

ÂK(x, y; 1) = AK(x, y)

を充すもののことを指します。この関係式は準古典極限そのもので、WKB近似の初項を
与えるものです。グーコフとスウコフスキー [55]は、スペクトル曲線Σの (8.12)を充すよ
うな量子化が存在することと、上で述べたスタインバーグシンボル {x, y}が２次代数的K
群K2

(
C(Σ)

)
の捻れ元となっていることの間に, ブロック調節子 [8] を通して深い繋がり

があることを指摘しました。この状況をΣはK2ラグランジアンであると言い表すことに
します。プランクの量子化が連続であるはずのエネルギーがとびとびの値を取ること、即
ち整数性にあることを思い起こせば、K2ラグランジアン条件と量子化の間の関係は、コ
ンツェヴィッチのK2条件と整数性の関連と呼応しているようです。
ジョーンズ多項式を圏化したホヴァノフは、予想 (8.12)の事をまだ知らなかった時に著

者の一人の説明を喜んで聞いていました。説明の後、彼は著者に、「おそらくA多項式の
圏化をする必要があるんだと思うなあ。(8.12)は二つの圏の間の直交関係のようなものと
して、捉えられるんだと思う。」と話してくれました。A多項式が整数係数なのは、組紐
群の生成関係式の自然な帰結なので、彼の言っていることは生成関係式そのものの圏化で
す。差分方程式 (8.12)にはA多項式の量子化が必要ですから、圏の量子化を考える事にな
ります。圏の量子化というのは寧ろ良く知られた対象ですから、こういった観点から AJ
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予想の解決が進むのかもしれませんね。量子曲線の理論はこうしたケースからも示唆され
るように、深い内容を含んでいると考えられています。
ヒッチンスペクトル曲線の量子化に由来する量子曲線の幾何学的定義は、ガイオット

のある予想を解決した論文 [29]に基づいて、[34]で与えられました。量子曲線のWKB解
析は、位相的漸化式 [42] の応用や類似物を用いて、[30, 31, 33, 62, 63]などで扱われまし
た。上に述べたエルミート－ウエーバー方程式も、この幾何学的理論の例を与えます。文
献 [55]は位相的漸化式の、(8.12)を含む低次元トポロジーへの応用を示唆しています。一
方で、[25, 65, 103]に現れたモジュラー性が位相的漸化式に関係しているのかもしれない
というような話も聞こえてきます。方程式 (8.4)はヒッチンの幾何の範囲で捉えられます
が、今のところ (8.12)をヒッチンスペクトル曲線の量子化として理解する事はまだ為され
ていません。
以下の数節で私たちは趣きの違った量子曲線の物語を展開しようと思います。スペクト

ル曲線 (0.1)から量子曲線 (8.4)への移行と全く同じ道筋が幾何学の中に実はあるのです。
そのプロセスは、著者の一人の講演 [28]で、ヒッチンスペクトル曲線のモジュライ空間か
ら、オパーの為すモジュライ空間への旅立ちとして紹介されました。(8.4)に現れるプラン
ク定数 ℏは、その過程で変形パラメターとして幾何学的意味 (9.31)を獲得します。私たち
はこの旅立ちの物語を、コンパクトリーマン面上で座標に依らない２階の複素解析的線型
常微分方程式を大域的に与えるにはどうしたらよいか、という問いから始める事にします。

9. 射影構造・オパー・ヒッグズ束

文献 [30]で、著者たちはヒッチンスペクトル曲線の場合に適合する位相的漸化式の偏微
分方程式版を提唱しました。そして、スペクトル曲線が２重被覆の時には、WKB漸近展
開を用いて PDE版位相的漸化式が局所的に量子曲線を決めることを示しました。ミルザ
ハニ漸化式や辺短縮変換と同じ構造を持つ PDE版位相的漸化式が次数毎にWKB展開を
決めて行くのを発見して驚いた事を思い起こします。そのメカニズムは [31, 33]に詳しく
述べられています。

WKB展開は量子力学の発展時に開発された量子化の方法です。漸近展開の方法である
以上、それは局所的な結果しか与えません。それに対して、ヒッチンスペクトル曲線の量
子化は純粋に幾何学的なプロセスで、大域的に行えるはずのものです。著者たちはこの観
点を、ガイオットの予想 [47] を解決した論文 [29]に基づいて、[34]で採用しました。そこ
で得られた結果は、量子化のプロセスとはヒッチンスペクトル曲線のモジュライ空間から
オパー [6]のモジュライ空間への双正則写像である、というものでした。この節では、オ
パーの概念を導入し、量子化としての双正則写像を構成します。理論展開の過程で、プラ
ンク定数 ℏ が実はコホモロジーの元であって、リーマン面上のベクトル束や接続形式の変
形パラメターとして解釈される、という視点が得られます。解説の簡潔さを保つ為に、本
稿では SL2(C)オパーだけを扱います。一般の場合については [29, 34] を参照して下さい。
コンパクトリーマン面C上で２階以上の常微分方程式を大域的に扱う為に、私たちは射

影座標系を導入します。もちろん微分概念は座標には依りませんが、微分作用素の座標表
示形を簡単にする為に射影座標を使うのです。１階微分の場合は話は簡単です。C上の有
理型１形式 ωで定まる１階線型常微分方程式

(9.1) (d+ ω)f = 0

は大域的に定義されています。なぜなら、微分作用素 d+ ωはOC からKC への（特異点
を許す）準同型だからです。ここで、KC はC上の正則１形式の為す層を表わします。次
に、局所座標 z を用いて与えられる２階方程式

(9.2)

(
d2

dz2
− q(z)

)
f(z) = 0

を考えましょう。２階微分 d2

dz2
は (9.1)に現れる外微分 dのような大域的な意味を持っては

いません。方程式 (9.2)の形が別の座標系でも同じに保たれる為の条件とは何なのでしょ
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うか？この問いに答える為に、次の条件を課してみましょう。

(9.3) dz2

[(
d

dz

)2

− q(z)

]
f(z) = 0⇐⇒ dw2

[(
d

dw

)2

− q(w)

]
f(w) = 0.

１階の場合 (9.1)のアナロジーから、係数 q ∈ H0(C,K⊗2
C )は C 上大域的に与えられた２

次微分だとします。つまり、qは座標変換w = w(z)で q(z)dz2 = q(w)dw2と変化します。
２階方程式 (9.2)の解 f とは一体何なのでしょうか？１階の場合には ω = −d log f な

ので、f ∈ OC です。一般には f が属する C 上の複素直線束 Lを決める必要があります。
今、座標変換 w = w(z)に対応する直線束 Lの推移函数を e−g(w(z))で表すことにします。
方程式の解 f は座標条件

(9.4) e−g
(
w(z)
)
f
(
w(z)

)
= f(z)

を充します。実際に条件 (9.3)を計算してみましょう。

0 = dz2 · eg
(
w(z)
) [(

d

dz

)2

− q(z)2
]
f(z)

= dz2 · eg
(
w(z)
) [(

d

dz

)2

− q(z)2
]
e−g
(
w(z)
)
f
(
w(z)

)
= dz2 ·

(
eg
(
w(z)
)
d

dz
e−g
(
w(z)
))2

f
(
w(z)

)
− dw2q(w)f(w)

= dz2 ·
(
d

dz
− gw(w)w′

)2

f
(
w(z)

)
− dw2q(w)f(w)

= dz2 ·

[(
d

dz

)2

− 2gw(w)w
′ d

dz
−
((
gw(w)w

′)′ − (gw(w)w′)2)] f(w(z))− dw2q(w)f(w)

= dz2 ·
[(
fw(w)w

′)′ − 2gw(w)w
′fw(w)w

′ −
((
gw(w)w

′)′ − (gw(w)w′)2) f(w)]
− dw2q(w)f(w)

= fww(w)

(
dw

dz

)2

dz2 + fw(w)w
′′dz2 − 2gw(w)fw(w)dw

2

−
((
gw(w)w

′)′ − (gw(w)w′)2) f(w)dz2 − dw2q(w)f(w)

= dw2 ·

[(
d

dw

)2

− q(w)

]
f(w) + fw(w)

(
w′′ − 2gw(w)(w

′)2
)
dz2

−
((
gw(w)w

′)′ − (gw(w)w′)2) f(w)dz2.

ここで、w′ = dw/dzと略記しました。従って、(9.3)の必要十分条件は

w′′ − 2gw(w)(w
′)2 = 0(9.5) (

gw(w)w
′)′ − (gw(w)w′)2 = 0(9.6)

です。(9.5)から

(9.7) gw(w)w
′ =

1

2

w′′

w′

が従います。それを (9.6)に代入すると

(9.8) sz(w) :=

(
w′′(z)

w′(z)

)′
− 1

2

(
w′′(z)

w′(z)

)2

= 0
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が得られます。こうして私たちは思いもかけず古典的なシュワルツ微分 sz(w)に遭遇する
のです。(9.7)は

g(w)′ =
1

2

(
log(w′)

)′
と同値ですから、g(w) = 1

2 logw
′が分かります。積分定数が０なのはw = z の時 g(z) = 0

だからです。従って直線束 Lの推移条件 (9.4)は

f(z) = e−
1
2

logw′
f(w)⇐⇒ f(z) =

√
dz

dw
f(w)

となり、f(z)が属する複素直線束は逆標準束の平方根

(9.9) L ∼= K
− 1

2
C

であることが従います。また、シュワルツ微分がC上恒等的に消えることを保証するため
には、複素射影座標を採用すればよい、というわけです。
逆標準束の平方根は計算から出てきたのですが、もちろんそれには幾何学的な理由があ

ります。その理由を調べてみましょう。局所的には単独高階線型常微分方程式はベクトル
値関数についての１階線型常微分方程式で表すことが出来ます。１階微分を外微分を使っ
て大域化すれば、この対応で大域高階微分が定義できないものでしょうか？こうして私た
ちは C 上のD加群、即ち複素解析的接続の概念に行き当たります。
C 上の正則ベクトル束E に作用する C線型写像∇ : E −→ KC ⊗E でライプニッツ則

∇(fs) = f∇(s) + df ⊗ s を充すものを複素解析的接続と定義します。ここで、f ∈ OC、
s ∈ Eです。Cは複素１次元なので、C上の複素接続は自動的に平坦です。それゆえ∇は
基本群 π1(C) からベクトル束Eの構造群G へのホロノミー表現

(9.10) ρ : π1(C) −→ G

を与えます。接続∇はホロノミー表現 (9.10) の像が代数群Gの中でザリスキー稠密の時、
既約であると定義します。私たちはG = SL2(C)の場合だけを考えているので、既約性は
Im(ρ)がGの可換でない二つの元を含むことと同値です。Gベクトル束 E とそれに作用
する既約接続 (E,∇) の為すモジュライ空間MdeR を構成することが出来ます（[98]参照）。

定義 9.1 (SL2(C)オパー). ベクトル束Eの部分直線束 F ⊂ Eが存在して、正則 SL2(C)
接続∇ : E −→ E ⊗KC がOC 加群の同型

(9.11) ∇ : F
∼−→ (E/F )⊗KC

を引き起こすとき、(E,∇) ∈MdeR は SL2(C)オパーである、と定義します。

オパーの概念はリーマン面上の射影構造の拡張になっています。コンパクトであっても
なくてもリーマン面上にはその複素構造と整合する射影構造が入ります ([56]参照)。以下
で、正則ヒッグズ束に対応するヒッチンスペクトル曲線を扱うので、g(C) ≥ 2と仮定して
話を進めます。（ヒッグズ場が特異点を持つ場合には種数０や１の場合を考えることが出
来ます。）Cの複素射影座標系を、局所座標 zαを持った座標近傍 Uα によるCの覆い尽し

C =
∪
α

Uα

で、各共通部分 Uα ∩ Uβ で１次分数変換

(9.12) zα =
aαβzβ + bαβ
cαβzβ + dαβ

, fαβ :=

[
aαβ bαβ
cαβ dαβ

]
∈ SL2(C)

が成り立ち、コサイクル条件 [fαβ][fβγ ] = [fαγ ]を充たすもの、として定義します。（後の
議論を簡単にするため、各 Uαは C上の小さな開円盤であるとします。）ここで、[fαβ]は
行列 fαβ の

(9.13) 0 −→ Z/2Z −→ SL2(C) −→ PSL2(C) −→ 0

による射影像で、１次分数変換を決める同値類を表します。各Uα ∩Uβ上で符号±の選択
はH1(C,Z/2Z) = (Z/2Z)2g の元を定めるので、[fαβ]から fαβへの引き揚げは 22g個ある
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ことが分かります。私たちは、引き揚げを fαβ を一つ決め、SL2(C)値の１コサイクルと
見做します。

dzα =
1

(cαβzβ + dαβ)2
dzβ

なので、KC の推移函数は１コサイクル
{
(cαβzβ + dαβ)

2
}
で与えられます。テータ指標、

或いはスピン構造と呼ばれるものは、１コサイクル

(9.14) ξαβ = cαβzβ + dαβ

で定まるKC の平方根K
1
2
C の選択のことです。ここでも、K

1
2
C の推移函数として、2

2g個の
選択 {±ξαβ}が可能です。私たちは既に fαβ を取るときに符号の選択をしたので、以下に

述べるように (9.14)を唯一整合的に選ぶことができます。従って、引き揚げ (9.13)はK
1
2
C

で決まることが分かります。(9.14)から

(9.15) ∂2
βξαβ = 0

が従います。この性質は後で C 上に大域接続を構成するときに本質的役割を果たします。
まず、(9.15)が (9.12)を導くことを見ましょう。

命題 9.2 (射影座標であることの条件). Cの座標系はK
1
2
C の推移函数の２階微分が消滅す

るならば、射影座標系を与えます。

証明. 条件 (9.15)はK
1
2
C の推移函数が１コサイクル条件を充す１次式 cαβzβ + dαβ で与え

られることを意味します。従って

dzα
dzβ

=
1

(cαβzβ + dαβ)2

が成り立ちます。これを微分方程式と見て解けば、

(9.16) za =
mαβ(cαβzβ + dαβ)− 1/cαβ

cαβzβ + dαβ

が得られます。ここで、mαβ は積分定数です。こうして、各 Uα ∩ Uβ 上で SL2(C)の元[
mαβcαβ mαβdαβ − 1/cαβ
cαβ dαβ

]
∈ SL2(C)

が構成できました。(9.16)はコサイクル条件を充すので、(9.12)が得られたことになりま
す。 □

行列 fαβ は SL2(C)を構造群とする C 上の２次元ベクトル束 Eを定めます。各 fαβ は
定数行列なので、座標近傍に依らないEの定数切断が意味を成します。従って、各 Uα上
で∇α = d と定めれば、∇は E の大域接続になります。ここで、C の射影座標系を一つ
取り、Eを上で与えたベクトル束とします。その射影化 P(E)はEに付随する P1束です。
Aut(P1) = PSL2(C)であることに注意すれば、(9.12)の局所座標系 {zα}は P(E)の大域
切断を与えることが分かります。この切断は写像

(9.17) zα : Uα −→ P1

を与え、P1の射影構造をUα に引き戻します。有理型函数と見たとき (9.17)は定数函数で
はありません。というのは、dzαが Uα ∩ Uβ 上で決して０にならないからです。P(E)の
大域切断は部分直線束 F ⊂ Eに対応し、それは直線束の拡大

0 −→ F −→ E −→ E/F −→ 0

を定めます。恒等式

(9.18)

[
za
1

]
=

1

cαβzβ + dαβ

[
aαβ bαβ
cαβ dαβ

] [
zβ
1

]
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は
[
za
1

]
がベクトル束K

− 1
2

C ⊗E の大域切断を与え、その射影化像が F に対応する P(E)の

大域切断 {zα}であることを示しています。ここで、(9.14)の符号の不定性と１次分数変
換の fαβ ∈ SL2(C)への引き揚げの不定性とがうまく消し合うようにテータ指標を取る必
要が有ります。大域切断 (9.18)は決して０にならないので、自明な部分直線束

OC = K
− 1

2
C ⊗ F ⊂ K− 1

2
C ⊗ E

を生成します。故に F = K
1
2
C が従います。detE = OC なので、E/F = K

− 1
2

C となり、E
は拡大

(9.19) 0 −→ K
1
2
C −→ E −→ K

− 1
2

C −→ 0

で与えられ、コホモロジー Ext1
(
K

− 1
2

C ,K
1
2
C

) ∼= H1(C,KC) ∼= C の元を定めます。この拡
大 (9.19) はオパーに直接繋がっています。

定理 9.3 (射影座標系とオパー). 各射影座標系 (9.12)は定義 9.1 で F = K
1
2
C とした場合

のオパー (E,∇)を定めます。

証明. (9.14)の ξαβ を用いて、σαβ = −(d/dzβ)ξαβ = −cαβ と置きましょう。簡単な計算

aαβ − cαβzα =
aαβ(cαβzβ + dαβ)− cαβ(aαβzβ + bαβ)

(cαβzβ + dαβ)
=

1

(cαβzβ + dαβ)

から

(9.20)

gαβ : =

[
ξαβ σαβ

ξ−1
αβ

]
=

[
cαβzβ + dαβ −cαβ

(cαβzβ + dαβ)
−1

]
=

[
1

−1 zα

] [
aαβ bαβ
cαβ dαβ

] [
zβ −1
1

]
が得られるので、fαβ と gαβ とは同じベクトル束Eを決める事が分かります。行列 gαβ の
形から直ちに (9.19) が従います。E の接続∇は推移函数 fαβ に関しては各 Uα上で単に
外微分 d なので、 推移函数 gαβ に関する Uα 上の微分作用素としては

(9.21) ∇α :=

[
1

−1 zα

]
d

[
zα −1
1

]
= d−

[
0 0
1 0

]
dzα

で与えられます。接続行列の (2, 1)成分 dzα は決して０にならないので、写像の合成

(9.22) F = K
1
2
C

∇−→ E ⊗KC −→ (E/F )⊗KC
∼= K

1
2
C

は同型を与えます。こうして, (E,∇)が SL2(C)オパーであることが従います。 □

注意 9.4. この証明の最終段階で (E,∇)がオパーであることを示すには、(9.22)がOC 加
群としての準同型を与えることを言わねばなりません。それが成り立つのは、(9.22) で部
分直線束の商を取るときに、Eに作用する二つの接続∇と∇|F の差を使うからなのです。
より一般に、与えられたベクトル束E に作用する二つの接続∇1と∇2があれば、f ∈ OC

と s ∈ Eに対してライプニッツ則から
∇1(fs)−∇2(fs) = f∇1(s)− f∇2(s)

が従い、∇1 −∇2 : E −→ E ⊗KC がOC 加群準同型になることが分かります。

注意 9.5. 層としての拡大類 (9.19)はH1(C,KC) = Cの元で決まりますが、拡大 Eのベ
クトル束としての複素構造は σαβ = 0であるかどうかだけに依ります。これは、推移函数
をゲージ変換

(9.23)

[
λ

λ−1

] [
ξαβ σαβ

ξ−1
αβ

] [
λ−1

λ

]
=

[
ξαβ λ2σαβ

ξ−1
αβ

]
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によって σαβ = 0か σαβ = 1の場合に標準化出来るからです。前者の場合は自明な拡大

E = K
1
2
C ⊕K

− 1
2

C が得られます。この場合、σαβ = cαβ = 0 なので、射影座標系 (9.12) はア
フィン座標系に退化します。私たちは g(C) > 1と仮定しているので、Cはアフィン構造を
持ち得ません。ということは、後者の場合のみが起こっているわけです。そして、σαβ = 1
の場合には自明拡大の場合と比べて実際に複素構造が違うことを後で示します。

さて、今 C の複素構造と整合的な別の射影構造があったとしましょう。(9.13) の引き
揚げで生ずる符号 ±と (9.14)の平方根の取り方を調節することによって (9.19)を充す全
く同じベクトル束 E を構成する事が出来ます。ただ、私たちは C の同じ複素構造を表す
二つの違った座標系を扱っているので、Eの局所定数切断の概念は変化します。というこ
とは、座標系の取り方が正則接続∇の取り方に反映されている。つまり、同じベクトル束
Eに作用する二つの正則接続が得られるのです。上で注意したように、これら二つの正則
接続の差としてOC 加群準同型E −→ E⊗KC が一つ定まります。こうして私たちはヒッ
チンの定義 [57, 58]に導かれます。

定義 9.6 (ヒッグズ束 [57, 58]). C 上定義された r次元正則ベクトル束 Eと、ヒッグズ場
と呼ばれるOC 加群準同型

ϕ : E −→ E ⊗KC

とからなる組 (E, ϕ)を r次元ヒッグズ束と呼びます。特に、SL2(C)ヒッグズ束 (E, ϕ)と
は、２次元ベクトル束E が detE = OC を充し、ヒッグズ場が trϕ = 0となっている場合
をいいます。２次元ヒッグズ束の安定性を、ϕ不変なあらゆる部分直線束F ⊂ E、つまり、
ϕ : F −→ F ⊗KC を充すような直線束、の次数が必ず負であること (degF < 0) として定
義します。

安定ヒッグズ束のモジュライ空間は [98]で構成されました。記号MDolで C 上の安定
正則 SL2(C)ヒッグズ束のモジュライ空間を表すことにしましょう。この空間は、既約正
則 SL2(C)接続 (E,∇)の為すモジュライ空間MdeRと微分同相である事が知られていま
す [26, 57, 98]。第 11節で非アーベル的ホッジ対応と呼ばれる特別な微分同相

(9.24) ν :MDol
∼−→MdeR

を構成します。
標準直線束KC の全空間は C の余接束 π : T ∗C −→ C です。記号 η ∈ H0(T ∗C, π∗KC)

でトートロジー切断
π∗KC

��

KC

��
T ∗C

η
::

= // T ∗C
π // C

を表します。それは T ∗C 上の正則１形式です。ヒッグズ場 ϕは End(E)に値を持つ正則
１形式なので、その固有値はC上の正則１形式です。したがって、ϕの固有値の集合は射
影 π : T ∗C −→ C の多価切断を定めます。この多価切断の像 Σ ⊂ T ∗C がヒッチンスペク
トル曲線で、C 上の分岐被覆曲線となっています。より正確には、Σは特性多項式

det(η − π∗ϕ) ∈ π∗K⊗2
C

の０点からなる T ∗C の因子として定義されます。正則写像

(9.25) µH :MDol ∋ (E, ϕ) 7−→ det(η − π∗ϕ) ∈ B, B := H0
(
C,K⊗2

C

)
をヒッチンファイバー空間 [57]、Bをヒッチン底空間といいます。それは代数的完全積分

可能ハミルトニアン系をMDol上に定めます。ヒッチンは [57]でスピン構造K
1
2
C を選べば

自然な切断 κ : B ↪→MDol が構成できることを示しました。今、

(9.26) X− :=

[
0 0
1 0

]
, X+ := Xt

− =

[
0 1
0 0

]
, H := [X+, X−] =

[
1 0
0 −1

]
と置きましょう。これは３次元リー環 ⟨X+, X−,H⟩ ∼= sl2(C)を生成します。
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補助定理 9.7. ヒッチン底空間Bの任意の点 q ∈ B = H0(C,K⊗2
C ) に対して、安定SL2(C)

ヒッグズ束 (E0, ϕ(q)) を次のように構成する事が出来ます。

(9.27) E0 :=

(
K

1
2
C

)⊗H

= K
1
2
C ⊕K

− 1
2

C ,

(9.28) ϕ(q) := X− + qX+ =

[
0 q
1 0

]
.

証明. まず、X− : E0 −→ E0 ⊗KC が大域的に定義された End(E0)値１形式であること
に注意します。それは恒等写像

(9.29) 1 : K
1
2
C

=−→ K
− 1

2
C ⊗KC

で与えられているからです。また、２次微分の掛け算は大域的写像

q : K
− 1

2
C −→K

3
2
C = K

1
2
C ⊗KC

を与えます。従って、ϕ(q) : E0 −→ E0 ⊗ KC は E0 に作用する大域的ヒッグズ場です。
ヒッグズ束が安定なのは、q = 0でない限り E0には ϕ(q)不変な部分直線束が存在しない

ことに因ります。そして、もし q = 0ならば、不変部分直線束はK
− 1

2
C であり、その次数

−g + 1は g ≥ 2と仮定しているので常に負の値をとります。 □
ヒッチン－コスタント切断を

(9.30) κ : B ∋ q 7−→ (E0, ϕ(q)) ∈MDol

と定義します。これはBと κ(B) ⊂MDol の間の双正則同型を与えます。

注意 9.8. より一般に、Gを任意の複素単純代数群とする時、安定Gヒッグズ束のモジュ
ライ空間、即ちGヒッチンファイバー空間に、ヒッチン－コスタント切断を構成する事が
できます。その構成にはコスタント [71]に依る主要３次元部分群 (TDS)の概念を用いま
す。TDSが量子化の過程で重要な役割を果たすことが [29, 34]で指摘されました。

ヒッチン－コスタント切断κ(B)は正則シンプレクティック多様体MDolのラグランジア
ン部分空間です。MDolの正則シンプレクティック構造はその開稠密部分集合 T ∗SU(2, C)
の自然な正則シンプレクティック構造に由来します。ここで、SU(2, C)は C 上の２次元
ベクトル束で、行列式の自明化を固定したもののモジュライ空間です。開集合 T ∗SU(2, C)
のMDol での余次元は２なので、余接束の自然な正則シンプレクティック形式はMDolに
必然的に拡張されます。
ヒッチンスペクトル曲線 Σの量子化の構成の第一段階は ℏに解析的に依存する C の ℏ

接続を定義する事です。私たちは、ベクトル束の１パラメター変形族 E
Eℏ

��

// E

��
C × {ℏ} // C ×H1(C,KC)

と、０でない ℏ ∈ H1(C,KC) ∼= Cに正則に依存する C線形１階微分作用素 ℏ∇ℏ : Eℏ −→
Eℏ ⊗KC を用います。量子論のプランク定数 ℏは幾何学的に

(9.31) ℏ ∈ H1(C,KC) = Ext1
(
K

− 1
2

C ,K
1
2
C

)
∼= C

と解釈され、それは拡大

(9.32) 0 −→ K
1
2
C −→ Eℏ −→ K

− 1
2

C −→ 0

をただ一つ定めます。これは (9.19)と同じ物です。拡大Eℏ は各 Uα ∩ Uβ 上の推移函数

(9.33) Eℏ ←→
{[
ξαβ ℏσαβ
0 ξ−1

αβ

]}
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で与えられます。推移函数のコサイクル条件から

(9.34) σαγ = ξαβσβγ + σαβξ
−1
βγ

が従います。K
1
2
C のコサイクル条件 ξαγ = ξαβξβγ を微分すると、

dξαγ
dzγ

dzγ =
dξαβ
dzβ

dzβξβγ + ξαβ
dξβγ
dzγ

dzγ

が得られます。ξ2
αβ =

dzβ
dzα
に注意して

(9.35) σαβ := −
dξαβ
dzβ

= −∂βξαβ

と定めれば、それは (9.34)の解を与えます。(9.23)から

Eℏ ∼=

{
E1 ℏ ̸= 0,

E0 = K
1
2
C ⊕K

− 1
2

C ℏ = 0.

である事が分かります。推移函数は

(9.36)

[
ξαβ ℏσαβ

ξ−1
αβ

]
= exp

(
log ξαβ

[
1 0
0 −1

])
exp

(
−ℏ∂β log ξαβ

[
0 1
0 0

])
とも表されます。従って、拡大類は ∂β log ξαβ で決まっていると考えることもできます。

補助定理 9.9. (9.35)の拡大類 σαβ は非自明な拡大 (9.32)を与えます。

証明. 層の完全系列

0

��

0

��
0 // Z

��

= // Z

��

// 0

��
0 // C

��

// OC

��

d // KC

��

// 0

0 // C∗

��

// O∗
C

��

d log // KC

��

// 0

0 0 0

から誘導されるコホモロジー完全系列

H1(C,C) //

��

H1(C,OC) //

��

H1(C,KC)
∼ //

∥
��

H2(C,C)

H1(C,C∗) //

0
��

H1(C,O∗
C)

d log //

c1
��

H1(C,KC)

H2(C,Z) = // H2(C,Z)

はコサイクル {σαβ}が {ξab}の写像H1(C,O∗
C)

d log−→ H1(C,KC) による像であることを示
しています。もし d log{ξαβ} = 0 ∈ H1(C,KC) ならば、{ξab}はH1(C,C∗)に属するコサ
イクルの像なので、前節でも引用したブロックの論文 [8]で説明されているように、正則
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接続を伴った正則直線束を決めます。如何なる正則接続もC上平坦ですからその曲率形式
は消滅し、g(C) ≥ 2だとするとチャーン－ヴェイユ公式から矛盾

0 = c1

(
K

1
2
C

)
= g − 1 > 0

を生じます。従ってコサイクル {σαβ} は非自明な拡大を定めます。 □

(9.35)のコサイクル {σαβ}を用いて同型 H1 (C,KC) ∼= C を一つ定め、変形のパラメ
ター ℏ ∈ Cとコホモロジー類 {ℏσαβ} ∈ H1 (C,KC) = C とを同一視します。直線束K⊗2

C

を座標系C =
∪

α Uαに従って局所的に自明化し、２次微分 q ∈ H0(C,K⊗2
C ) を推移関係式

(9.37) (q)α = (q)βξ
4
αβ

を充す局所表示の類 {(q)α}で表わします。自明拡大E0の推移函数は

(9.38) ξHαβ = exp(H log ξαβ)

で与えられます。大域的ヒッグズ場 X− : E0 −→ E0 ⊗ KC の局所表示 {X−dzα} は各
Uα ∩ Uβ 上で推移関係式

(9.39) X−dzα = exp(H log ξαβ)X−dzβ exp(−H log ξαβ)

を充します。同じ関係式がヒッグズ場 ϕ(q)についても成立します。

(9.40) ϕα(q)dzα = exp(H log ξαβ)ϕβ(q)dzβ exp(−H log ξαβ).

定理 9.10 (SL2(C)オパーの構成). 各 Uα ∩ Uβ 上で推移函数

(9.41) gℏαβ := exp(H log ξαβ) exp
(
− ℏ∂β log ξαβX+

)
=

[
ξαβ

ξ−1
αβ

]
·
[
1 −ℏ∂β log ξαβ

1

]
を定義します。ここで、∂β = d

dzβ
と表わし、ℏ∂β log ξαβ ∈ H1(C,KC)です。この時、次

に述べる諸性質が成立します。

• 推移函数 {gℏαβ}はコサイクル条件

(9.42) gℏαβg
ℏ
βγ = gℏαγ

を充し、(9.32)の正則ベクトル束Eℏを決めます。
• ℏ ̸= 0 の時、各 Uα上の局所表示

(9.43) ∇ℏ
α(0) := d− 1

ℏ
X−dza

はEℏに作用する大域正則接続を定めます。特に、射影座標系を一つ固定すると、

(9.44) d− 1

ℏ
X−dzα = gℏαβ

(
d− 1

ℏ
X−dzβ

)(
gℏαβ

)−1

が成り立ちます。
• (9.30)のヒッチン－コスタント切断の各点 (E0, ϕ(q)) ∈ κ(B) ⊂MDol は、１パラ
メター SL2(C)オパーの族

(
Eℏ,∇ℏ(q)

)
∈MdeR を誘導します。つまり、上で固定

された射影座標を用いれば、各 Uα上の局所表示

(9.45) ∇ℏ
α(q) := d− 1

ℏ
ϕα(q)dzα

は ℏ ̸= 0の時Eℏの大域正則接続

(9.46) ∇ℏ
α(q) = gℏαβ∇ℏ

β(q)
(
gℏαβ

)−1

を与え、それがオパーの定義条件を充すのです。
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• ドリーニュの ℏ接続
(9.47) ℏ∇ℏ(q) : Eℏ −→ Eℏ ⊗KC

はヒッグズ束とオパーとを補間します。つまり、ℏ = 0の時族 (9.47)はヒッグズ束
(E,−ϕ(q)) ∈MDolを与え、ℏ = 1の時それは SL2(C)オパー

(
E1,∇1(q)

)
∈MdeR

を与えるのです。
• ℏに依存するあるゲージ変換の下で、オパー∇ℏ(q)の ℏ → ∞での極限が存在し、
それは∇ℏ=1(0)と同じになります。これはヒッチン－コスタント切断のC∗ 作用に
よる不動点に対応します。

証明. gαβ のコサイクル条件は既に (9.35)と (9.36)で示されました。(9.44)の証明は次の
共役作用のベキ展開を用いた直接計算で得られます。

(9.48) eℏABe−ℏA =
∞∑
n=0

1

n!
ℏn(adA)

n(B) :=
∞∑

n=0

1

n!
ℏn

n︷ ︸︸ ︷
[A, [A, [· · · , [A,B] · · · ]]].

ベキ展開を用いて

gℏαβX−

(
gℏαβ

)−1

= exp(H log ξαβ) exp (−ℏ∂β log ξαβX+)X− exp (ℏ∂β log ξαβX+) exp(−H log ξαβ)

= exp(H log ξαβ)X− exp(−H log ξαβ)− ℏ∂β log ξαβH
− ℏ2(∂β log ξαβ)

2 exp(H log ξαβ)X+ exp(−H log ξαβ)

が従います。(9.15)は

∂β∂β log ξαβ = ∂β

(
ξ−1
αβ∂βξαβ

)
= −ξ−2

αβ (∂βξαβ)
2 = −(∂β log ξαβ)2

と同値です。従って、それは

∂βg
ℏ
αβ

(
gℏαβ

)−1
= ∂β log ξαβH + ℏ(∂β log ξαβ)2 exp(H log ξαβ)X+ exp(−H log ξαβ)

とも同値となります。(9.39)に注意すれば、(9.15)が(
1

ℏ
gℏαβX−

(
gℏαβ

)−1
+ ∂βg

ℏ
αβ

(
gℏαβ

)−1
)
dzβ =

1

ℏ
exp(H log ξαβ)X−dzβ exp(−H log ξαβ)

=
1

ℏ
X−dzα

を与えます。(9.44)が射影座標での関係式であることは命題 9.2から分かります。
(9.46)の証明には (9.44)に加えて

(9.49) (q)αX+dzα = gℏαβ(q)βX+dzβ

(
gℏαβ

)−1

を示さねばなりませんが、(9.49)は (9.40)と (9.41)から明らかです。

SL2(C)オパーの定義に必要な部分直線束 F は、単純にK
1
2
C を取れば済みます。要請さ

れる同型 (9.11)は (9.29)の帰結です。
最後に、各座標近傍 Uα上で与えられたベクトル束自己同型

(9.50) ℏ−
H
2 =

[
ℏ−

1
2

ℏ
1
2

]
による接続∇ℏ(q)のゲージ変換は

(9.51) d− 1

ℏ
ϕ(q) 7−→ ℏ−

H
2

(
d− 1

ℏ
ϕ(q)

)
ℏ

H
2 = d−

(
X− +

q

ℏ2
X+

)
となります。これは、共役公式 (9.48)から直ちに従う

ℏ−
H
2 X−ℏ

H
2 = ℏX− と ℏ−

H
2 X2

+ℏ
H
2 = ℏ−2X2

+
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の帰結です。故に
lim
ℏ→∞

∇ℏ(q) ∼ d−X− = ∇ℏ=1(0)

である事が分かります。ここで、記号∼はゲージ同値であることを意味します。こうして
定理の証明がことごとく完了しました。 □

この構成定理からさらに次の定理が得られます。

定理 9.11 (ヒッチンスペクトル曲線の双正則量子化). C を種数２以上のコンパクトリー
マン面とし、その複素構造に整合的な射影座標系を一つ固定します。MDol で C 上の安
定正則 SL2(C)ヒッグズ束のモジュライ空間を表し、MdeRで既約正則 SL2(C)接続のモ
ジュライ空間を表わします。テータ指標K

1
2
C を固定し、(9.30)で与えたようにヒッチン－

コスタント切断 κ(B) ⊂MDolを選びます。定義に必要な直線束として F = K
1
2
C を選んだ

SL2(C)オパーのモジュライ空間をOp ⊂MdeRで表します。このとき、ℏ = 1での写像

(9.52) MDol ⊃ κ(B) ∋ (E0, ϕ(q))
γ7−→
(
Eℏ,∇ℏ(q)

)
∈ Op ⊂MdeR

は、κ(B)からOpへの双正則写像を与えます。定義域と値域の複素構造はそれぞれMDol

とMdeRとから誘導されたものです。
双正則量子化写像 (9.52) は、さらにC∗同変です。λ ∈ C∗の κ(B)への作用は ϕ 7−→ λϕ

で与えられます。(E0, λϕ(q)) ∈ κ(B)に対応するオパーは d− λ
ℏϕ(q)です。

証明. C∗同変性はゲージ変換 (9.50)、 (9.51)と同じ議論から従います。ヒッチン－コスタ
ント切断への作用 ϕ 7−→ λϕは写像 µH を通してヒッチン底空間の重み付き作用

B ∋ q 7−→ λ2q ∈ B

を誘導します。こうして、ゲージ変換
(
λ
ℏ
)H

2 によるゲージ同値

d− λ

ℏ
ϕ(q) ∼

(
λ

ℏ

)H
2
(
d− λ

ℏ
ϕ(q)

)(
λ

ℏ

)−H
2

= d−
(
X− +

λ2q

ℏ2
X+

)
が得られます。　 □

注意 9.12. 構成定理の中で射影座標系を用いたことは本質的です。この座標系でのみ定義
式 (9.45)が意味を為すのです。これは (9.14)によって ξαβの２次微分が消滅することに由
来します。また、上で見たように射影座標系はオパーのモジュライ空間Op の原点∇1(0)
を決めます。他のオパー∇1(q)は、単に原点の q ∈ H0(C,K⊗2

C ) による平行移動で与えら
れるのです。

10. SL2(C)オパーの準古典（WKB）近似

繰り返しになりますが、コンパクトリーマン面C上の正則接続は平坦です。従って、そ
れはC上にD加群を定めます。前節の議論を踏襲し、Cの射影座標系を一つ固定します。
ヒッチン－コスタント切断 (9.30)の点 (E0, ϕ(q)) = κ(q)はオパーの ℏ変形族

(
Eℏ,∇ℏ(q)

)
を一つ決めます。この節では、ドリーニュの ℏ接続 ℏ∇ℏ(q)がBをパラメター空間とする
C 上のD加群の変形族を与えること、そして、その準古典極限が B上定義されるスペク
トル曲線の普遍変形族と一致すること、を示します。
準古典極限を計算するために、ベクトル束 Eℏを各座標近傍 Uα上で自明化し、そこで

の射影座標を zαとします。Eℏ|Uα の平坦切断Ψαは微分方程式

(10.1) ℏ∇ℏ
α(q)Ψα := (ℏd− ϕα(q))

[
ℏψ
ψ

]
α

= 0

の解です。ここで、ψは未知函数を表します。Ψα = gℏαβΨβ なので、 Uα上の函数 ψは推

移関係 (ψ)α = ξ−1
αβ (ψ)βを充します。つまり、ψは実は直線束K

− 1
2

C の局所切断であったわ
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けです。qはUα上正則関数で表されるので、(10.1) は二つの１次独立解を持ちます。ϕ(q)
は ℏによらず

(10.2) ϕ(q) =

[
0 q
1 0

]

という形を取るので、(10.1)は未知関数 ψ ∈ K− 1
2

C の２階微分方程式

(10.3) ℏ2ψ′′ − qψ = 0

と同値です。私たちは射影座標を用いているので、接続∇ℏ(q)はどの座標近傍 Uαでも同
じ形をしています。ということは、ψの方程式 (10.3)もどこでも同じ形を取る、というこ
とになります。これはまさに (9.2)で実現したかった事です。こうして、私たちはスペク
トル曲線に対応する量子曲線と呼ぶに相応しい微分方程式を得ることができました。ここ
まで来れば、ℏ∇ℏ(q)の決めるD加群の準古典極限を求めることは容易です。

定理 10.1 (オパーの準古典極限). 定理 9.11と同じ設定のもとで、(9.52) で与えられたオ
パーの族に対応するD加群の族

(
Eℏ, ℏ∇ℏ(q)

)
を E(q, ℏ)で表します。その準古典極限は特

性方程式 det(η − ϕ(q)) = 0で定まるスペクトル曲線 Σ ⊂ T ∗C で与えられます。

Uα上の正則函数 S0(zα)を dS0 = ydzα となるように選び、T ∗C|Uα の自明化を与えま
す。この函数を用いて、(10.3)の準古典極限を求めると、結果は

(10.4) lim
ℏ→0

e−
1
ℏS0(zα)

[
ℏ2

(
d

dzα

)2

− q

]
e

1
ℏS0(za) = y2 − q

となります。準古典極限の計算は対角行列 e−
1
ℏS0(zα)I2×2 での共役を接続 ℏ∇ℏ(q)に施した

後その行列式を取り、さらに ℏを０にする極限操作を行うことと全く同じです。
スペクトル曲線の普遍変形族 SC −→ C ×Bは

(10.5) T ∗C ×B

��

SC

��

oo
(
det
(
η − ϕ(q)

))
0

��

oo

C ×B C ×B=oo C × {q}⊃oo

で定義されます。任意の ℏ ∈ H1(C,KC)に対応して、(9.47)で与えた ℏ接続
(
Eℏ, ℏ∇ℏ(q)

)
は Eℏに大局的DC 加群の構造を定めます。C にスピン構造と射影構造とを与えれば、こ
のようにしてDC 加群の族 EC が

(10.6) EC

��

(
Eℏ,∇ℏ(q)

)
��

⊃oo

C ×B ×H1(C,KC) C × {q} × {ℏ}.oo

として決まります。準古典極限は可換図式

(10.7) EC

��

// SC

��
C ×B ×H1(C,KC) // C ×B

に他なりません。
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11. 異なるヒッチンモジュライ空間の間の非アーベル的ホッジ対応

双正則写像 (9.52) は底曲線 C の射影構造を固定して得られました。ガイオット [47]は
この対応が、非アーベル的ホッジ対応のスケール極限として自動的に構成されるだろうと
予想しました。この予想は [29]で、任意の複素単純単連結リー群Gを用いた正則Gヒッ
グズ束のモジュライMDolのヒッチン－コスタントラグランジアン部分多様体と、既約正
則G 接続のモジュライMdeR内のオパーの空間との間の同型として解決されました。こ
の節では、[29]の主要結果をG = SL2(C)の場合に解説し、今まで述べてきた量子化との
関連を明らかにします。
記号Etopで種数２以上のコンパクトリーマン面C上の位相的に自明な複素２次元ベク

トル束を表わします。C上の代数的ベクトル束の安定性条件と微分幾何的函数が充す偏微
分方程式との同値対応は、ナラシムハン－セシャドリ [89]によって安定ベクトル束のモ
ジュライ空間の位相不変量の導出に有効に使われました ([5, 88]も参照)。この古典的結果
に倣い、SL2(C)ヒッグズ束 (E, ϕ) の安定性をヒッチンの方程式と呼ばれる偏微分方程式
系で定義することが出来ます [26, 57, 98]。方程式の未知函数は、 Etopのエルミートファ
イバー計量 hとその計量に関するユニタリ接続D、そして C 上の可微分 sl2(C)値１形式
ϕです。ヒッチンの方程式は次の式で与えられます。

(11.1)

{
FD + [ϕ, ϕ†] = 0

D0.1ϕ = 0.

ここで、FD はユニタリ接続 D の曲率２形式、ϕ† は ϕの hについてのエルミート共役、
そしてD0,1は底曲線 C の複素構造で定まるDのコーシー－リーマン成分を表わします。
D0,1はEtopに複素構造を誘導します。それを単にEで表すことにします。(11.1) の第２
式は ϕのコーシー－リーマン方程式ですから、ϕはEの正則ヒッグズ場になります。ヒッ
チンの方程式の解からこうして構成された (E, ϕ)は安定ヒッグズ束です。逆に、安定ヒッ
グズ束 (E, ϕ)はヒッチンの方程式を充す調和エルミート計量 hと、それに伴ったチャーン
接続Dとを与えます [98]。正則ヒッグズ束 (E, ϕ)の安定性はこうして (11.1)に翻訳され
る訳です。
可微分接続の１パラメター族を次の式で定義しましょう。

(11.2) D(ζ) :=
1

ζ
· ϕ+D + ζ · ϕ†, ζ ∈ C∗.

D(ζ)が全ての ζ で平坦であることと (11.1)とは同値です。非アーベル的ホッジ対応 [26,
57, 78, 98] とは微分同相写像

ν :MDol ∋ (E, ϕ) 7−→ (Ẽ, ∇̃) ∈MdeR

を指します。この二つのモジュライ空間の微分同相を示す事は本稿の範囲を遥かに超えて
しまうので、ここでは写像 νの定義を与えるだけに留めます。まず、安定ヒッグズ束 (E, ϕ)
に対応するヒッチンの方程式の解を (D,ϕ, h)としましょう。それは平坦接続の族D(ζ)を
誘導します。その ζ = 1での値のコーシー－リーマン成分D(ζ = 1)0,1を使ってEtopに複
素構造を与え、Ẽと表します。接続D(ζ)は平坦ですから、∇̃ := D(ζ = 1)1,0は自動的に
Ẽに作用する正則接続になります。(E, ϕ)の安定性はこの接続が既約であることを保証す
るので、(Ẽ, ∇̃) ∈MdeRが得られました。この対応は実ユニタリ接続Dを経由するので、
複素構造Eから Ẽへの移行は複素解析的変形ではありません。
リーマン－ヒルベルト対応は、接続にそのホロノミー表現を対応させることによって複

素解析的同型

(11.3) MdeR
∼= Hom

(
π1(C), SL2(C)

) � SL2(C)

を与えます。π1(C)は簡単な有限表示を持つ群ですから、(11.3)の右辺はアフィン代数多
様体です。ところで、MDolはヒッチンファイバー空間ですから、非特異なスペクトル曲線
Σ −→ C に対応するコンパクトなプリム多様体 Prym(Σ → C) がファイバーとして含ま
れています。アフィン代数多様体はコンパクト複素部分多様体を持ち得ないので、非アー
ベル的ホッジ対応 (9.24)は複素解析同型ではありません。複素構造が違うという点が本質
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的で、MDolはハイパーケーラー多様体として扱われるべきものなのです。この方面での
近年の爆発的発展の一つのきっかけはカプスティンとウィッテンによる物理学からの影響
[64]でした。
物理学者ガイオットは、１パラメター族 (11.2)を拡張して次に述べる予想を立てました。

予想 11.1 (ガイオット [47]). 安定ヒッグズ束 (E0, ϕ(q)) がヒッチン－コスタント切断上
の点であるとし、それに対応するヒッチンの方程式 (11.1) の解を (D,ϕ, h)で表わします。
平坦接続の２パラメター族

(11.4) D(ζ,R) :=
1

ζ
·Rϕ+D + ζ ·Rϕ†, ζ ∈ C∗, R ∈ R+

を考えましょう。このとき、任意の ℏ ∈ C∗に対してスケール極限

(11.5) lim
R→0,ζ→0
ζ/R=ℏ

D(ζ,R)

は収束し、その極限はオパーの ℏ変形族を為します。

注意 11.2. (1) R→ 0の極限でエルミート計量 hは発散するので、スケール極限の存
在は自明ではありません。また、非アーベル的ホッジ対応と違って、ガイオット極
限はヒッチン－コスタント切断上の点のみに有効です。

(2) 元々の予想は ϕが特異点を持った場合に定式化されました。

定理 11.3 ([29]). 任意の複素単純単連結代数群G で定義される正則ヒッグズ束の場合に
ガイオットの予想は成立します。

表現 (3.2)が忠実ならば Cを普遍被覆面Hの商空間 (3.3)として実現することを思い起
しましょう。

C ∼= H
/
ρ
(
π1(C)

)
.

忠実表現 ρは埋め込み SL2(R) ⊂ SL2(C)によってHから誘導されたC上の射影構造を引
き起こします。これがフックス型モデルと呼ばれるものです。

系 11.4 (ガイオット対応と量子化 [29]). C上のフックス型射影構造をひとつ固定します。
予想 11.1の設定のもとで、極限オパー (11.5)は

(11.6) lim
R→0,ζ→0
ζ/R=ℏ

D(ζ,R) = d− 1

ℏ
ϕ(q) = ∇ℏ(q), ℏ ̸= 0,

で与えられます。対応

(E0, ϕ(q))
γ7−→
(
Eℏ,∇ℏ(q)

)
は、ℏ ̸= 0を固定したとき双正則写像になります。

定理の証明. 基本的なアイディアは、ベクトル束E0がKC を用いて構成されているので、
ファイバー計量 hが自然に C 自体の計量で与えられる、という点です。q = 0の場合の
ヒッチンの方程式 (11.1)は C のケーラー計量に対する調和方程式になります。その解は
もちろん負定曲率双極計量に他なりません。さらに、この調和計量がCのフックス型射影
構造を定めます。定曲率双極計量から決まるファイバー計量を背景計量として、一般の場
合を摂動展開で解析し、スケール極限の挙動を調べるのです。詳しくは、原論文 [28, 29]
を参照してください。 □

注意 11.5. 第２部で展開したお話は、より一般の単純単連結代数群Gで成立します [29, 34]。
鍵となるのはコスタントの３次元部分群 [71]です。TDSを用いて SL2(C)の場合の構成を
Gに拡張するというアイディアがうまく働くのです。
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