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1 1 WARUM FUNKTIONENTHEORIE STUDIEREN?

1 Warum Funktionentheorie studieren?

Dies ist eine Vorlesungsmitschrift zur Funktionentheorie, das Gebiet der Mathematik, in dem
analytische Funktionen einer komplexen Variablen und ihre Eigenschaften studiert werden.
Das klingt zwar sehr speziell, es gibt aber (mindestens) zwei sehr gute Griinde, Funktionen-
theorie zu studieren. Erstens ist sie meiner Meinung nach eines der schonsten Gebiete, dem
ich in der Mathematik begegnet bin. Ich mochte es so sagen: Die Funktionentheorie hat einen
sehr hohen Quotienten aus Satzen und Definitionen (d.h. eine sehr kleine , Entropie”): Man
bekommt sehr viel mehr ,output®, als ,input” erforderlich ist. Der zweite Grund sind die vie-
len Anwendungen der Funktionentheorie (sowohl in der reinen Mathematik als auch in der
angewandten), also in zwei Gebieten, die zunachst wenig mit komplexen Zahlen zu tun zu
haben scheinen. Zum Beispiel:

* Losen von Polynomgleichungen: Historisch war das der Grund fiir die Einfithrung kom-
plexer Zahlen durch Cardano, , der die berihmte Formel zur Losung der 1543kubischen
Gleichung veroffentlichte, nachdem er die frither von Scipione del Ferro gefundene Lo-
sung kennengelernt hatte. Wichtig ist, daran zu denken, dass Cardano’s Formel erfor-
dert, manchmal in der komplexen Ebene zu rechnen, als Zwischenschritt auf dem Weg
zur endgultigen Losung — und zwar auch dann, wenn die Losungen der kubischen Glei-
chung alle reell sind.

Beispiel 1. Mit Hilfe von Cardano’s Formel kann man als Losungen fur die kubische
Gleichung
22 +62°+9z+3=0

finden:

z1 = 2cos(271/9) -2
zp = 2cos(87/9) -2,
z3 = 2sin(mt/18) -2

i

* Beweis von Stirling’s Formel: n! ~ V2nn(n/e)". Hier ist a, ~ b, die standardmaflige
yasymptotisch zu“-Relation, welche definiert ist als lim,,_,, a,,/b,, = 1.

* Beweis des Primzahlsatzes: 1t(n) ~ @, wobei 7t(n) die Anzahl der Primzahlen bezeich-

net, die kleiner oder gleich n sind (die Primzahlen zahlende Funktion).

* Beweis vieler weiterer asymptotischer Beziehungen in Zahlentheorie und Kombinato-
rik, z.B. (um ein weiteres meiner Lieblingsbeispiele zu nennen), die Hardy-Ramanujan-
Formel

L a3
n)~——e ,
p(n) o

wobei p(n) die Anzahl der ganzzahligen Unterteilungen von von # ist.

* Auswertung homplizierter definiter Integrale, z.B. von

Csin()de =+ [T
Lsm(t )(Jlt_2 >


https://en.wikipedia.org/wiki/Stirling%27s_approximation
https://en.wikipedia.org/wiki/Prime_number_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Partition_(number_theory)
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(In alteren Lehrwerken wurde diese Anwendung sehr betont und sie ist bekannt als
Verursacher milder Formen von ,post-traumatischem Stress“. )

* Losung von Physikproblemen in der Hydrostatik, Warmeleitung, Elektrostatik und mehr.

* Analyse von Wechselstrom-Netzwerken durch Erweiterung des Ohm’schen Gesetzes durch
elektrische Impedanz. Die Funktionentheorie hat auch viele weitere Anwendungen im
»electric engineering®, in der Signalverarbeitung und in der Kontrolltheorie.

* Wahrscheinlichkeitstheorie und Kombinatorik, z.B. die Cardy-Smirnov-Formel in der
Perkolationstheorie und auf dem Gebiet konnektiver Konstanten fiir selbst-vermeidende
Wege auf einem hexagonalen Gitter.

* Konforme Abildungen, die in rein geometrischen Anwendungen auftreten, in denen die
algebraische oder analytische Struktur irrelevant zu sein scheint, hangen in Wahrheit
tiefgehend mit Funktionentheorie zusammen. Konforme Abbildungen wurden von dem
hollandischen Kiinstler M.C. Escher benutzt (obwohl er mathematisch nicht trainiert
war), um verbliiffende Kunstwerke zu erzeugen. Andere benutzten Funktionentheorie,
um Eschers Werke besser zu verstehen oder sogar zu verbessern. Siehe Abbildung 1, und
siehe [10] zu mehr Verbindungen von Eschers Arbeiten mit der Mathematik.

Abbildung 1: Druckgallerie, eine Lithografie von M.C. Escher. Uber sie wurde heraus-
gefunden, dass sie auf einer mathematischen Struktur beruht, die fur eine gewisse
komplexe Zahl @ mit der Funktion z  z% zusammenhangt, obwohl sie von Escher
nur mit Hilfe geometrischer Intuition konstruiert wurde. Beachten Sie auch das Papier
[8] und diese Website, welche animierte Versionen von Eschers Lithografie enthilt, er-
zeugt mit Hilfe von Funktionentheorie.

* Erst 2016 wurde bewiesen, dass die optimalen Dichten fur Kugelpackungen in 8 und 24
Dimensionen gleich 714/384 bzw. gleich 7t!?/12! sind. Die Beweise nutzen auf spektaku-


https://en.wikipedia.org/wiki/Electrical_impedance
https://en.wikipedia.org/wiki/Connective_constant
https://en.wikipedia.org/wiki/Connective_constant
http://escherdroste.math.leidenuniv.nl/index.php?menu=intro
https://en.wikipedia.org/wiki/Sphere_packing
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lare Weise die Funktionentheorie (und spezieller einen Teil der Funktionentheorie, der
spezielle Funktionen, die Modulformen, studiert).

* Inder Natur erscheinen komplexe Zahlen in der Schrodingergleichung und in der Quan-
tenfeldtheorie. Das ist nicht nur mathematisch praktisch und auch kein Taschenspieler-
trick, sondern inharenter Bestandteil der Gleichungen, die unser physikalsches Univer-
sum beschreiben. Warum? Das weify niemand!

* Komplexe Dynamik, z.B., die berithmte Mandelbrotmenge. Siehe Abbildung 2.

Abbildung 2: Die Mandelbrotmenge. [Quelle: Wikipedia]

Es gbt viele weitere Anwendungen und schone Verbindungen der Funktionentheorie mit an-
deren Gebieten der Mathematik. (Falls Sie einige interessante kennen, lassen Sie mich das bitte
wissen!)

Im nachsten Abschnitt werde ich unsere Reise in die Funktionentheorie damit beginnen, einige
schone Ideen zu illustrieren und langsam anfangen, einige Konzepte der Funktionentheorie
fur Einsteiger darzustellen.

2 Der Fundamentalsatz der Algebra

Einer der berithmtestten Siatze der Funktionentheorie ist der etwas unpassend bezeichnete
Fundamentalsatz der Algebra. Er scheint eine passende Startrampe fiir unsere Theorie zu sein.

Satz 1 (Fundamentalsatz der Algebra.). Jedes nicht konstante Polynom p(z) iiber den komplexen
Zahlen hat eine Nullstelle

Der Fundamentalsatz der Algebra ist eine subtile Aussage mit vielen schonen Beweisen. Ich
werde Thnen drei davon zeigen. Sagen Sie mir, wo Sie ,Algebra“ sehen...

Beweis. [Erster Beweis: analytischer Beweis.| Es sei

p(z)=a,z" +a,_12" + ... +ag

ein Polynom mit Grad n > 1. Wir untersuchen, wo |p(z)| sein Infimum annimmt.


https://en.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot_set
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Zunichst kann es nicht bei |z| — oo sein, denn

2

-1 _ —
p(2) =lzI"-(|a, + ay_127 +a,_0z2 " +...+agz”"|),

lp(2)]

ER
|ag|. Fixiert man einen Radius R > 0 fiir den |z| > R impliziert, dass |p(z)| > |ay|, dann haben wir

deshalb

und insbesondere ist lim;_,q,

= |a,|, also ist fiir grofle |z| garantiert, dass |p(z)| > |p(0)| =

:: i f = 1 f = i =
mq := inf |p(2)| |;lréRlp(Z)l min Ip(2)l = Ip(2o)l
wobei z; = argmin|p(z)|, und das Minimum existiert, da p(z) eine stetige Funktion auf der
|z|<R
Kreisscheibe Dg(0) ist.

Sei nun wy = p(zg), so dass my = |wg|. Wir behaupten nun, dass my = 0. Fur einen Widerspruch
nehmen wir das Gegenteil an und uberpriifen das lokale Verhalten von p(z) um zg;praziser
konnen wir, indem wir p(z) in Potenzen von z — zy umentwickeln, schreiben

n
p(z)=wo+ ch(z—zo)j =wy+cx(z—20) +... +cy(z—20)".
j=1

Dabei ist k der minimale positive Index fur den c¢; = 0. (Ubung: warum koénnen wir p(z) so
entwickeln?) Nun stellen wir uns vor, dass wir mit z = z, starten und von z; in eine Richtung
¢'9 gehen. Was passiert mit p(z)? Nun, die Entwicklung ergibt

ko

pzo +re'%) = wy + cxr*e™ 0 4 ¢y RO Ly, e

Wenn r sehr klein ist, dann dominiert die Potenz r* die anderen Terme 7/ mit k <j<mn,dh,

plzo + reie) =wy+ rk(ckeikg + ck+1rei(k+1)9 +.+ cnr”_kei”e)

=wo+ ckrkeike(l +g(r,0)),
wobei lim, ,q|g(r,0)| = 0. Um einen Widerspruch zu erreichen, gentigt es nun 6 so zu wéhlen,
dass der Vektor c;r¥e’*? in die entgegen gesetzte Richtung” von wy zeigt, d.h. so, dass

Ck rkeikQ

—00,0).
€ (0,0)
Das ist offensichtlich moglich: Nimm 6 = %(arg wq —arg(cg) + 7). Es folgt, dass fiir hinreichend
kleine r
wo + cr*e’?] < Jw

und fir hinreichend kleine r ist dann (moglicherweise noch kleiner als das vorangehende
kleine r))
k ik@(

Ip(zo + re')| = lwo + cxr* e (1 + g(r, )] < lwo,

- ein Widerspruch. Damit ist der Beweis vollstandig. O]

Ubung 1. Vervollstindigen Sie die letzten Details des Beweises (fiir welche r stimmen die
Ungleichungen und warum?) Beachte, dass , komplexe Analysis (Funktionentheorie)“ Teil von
»Analysis“ ist — solche Abschatzungen missen Ihnen in Fleisch und Blut iibergehen.

Beweis. [Zweiter Beweis: Topologischer Beweis.| Es sei wy = p(0). Falls wy = 0, sind wir fertig.
Andernfalls betrachten wir das p-Bild p des Kreises |z| = r. Speziell:
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1. Fur sehr kleines r ist das Bild enthalten in einer Umgebung von wy, es kann also nicht
,um den Ursprung gehen”.

2. Fur sehr grofie r haben wir

0y = g, 1601 4 =Ly 1710 4 4 Z0pnemind
a, a,

=a,r"e(1 + h(r,0))

p(re’

wobei lim,_,, h(r,0) = 0 (gleichmafig in 8). Wenn 6 von 0 nach 27 lauft, ist das eine ge-
schlossene Kurve, die um den Ursprung n-mal lauft (ungefahr auf einem kreisformigen
Weg, der sich immer mehr einem Kreis ndhert, wenn r — co geht).

Wenn wir schrittweise r von 0 zu einer sehr grofSen Zahl wachsen lassen, um zu einer Kurve,
die den Nullpunkt nicht umbkreist, tiberzugehen zu einer Kurve, die den Nullpunkt n-mal
umkreist, dann muss es einen Wert fir r geben, fur den die Kurve den Punkt 0 trifft. Das
heif3t, der Kreis |z| = r enthalt einen Punkt mit p(z) = 0 - das ist die Behauptung. O]

Bemerkung 1. Die im topologischen Beweis prasentierten Argumente sind nicht ganz prazis.
Das ist auf verschiedenen Wegen prazisierbar — einen davon werden wir spater mit Hilfe des
Satzes von Rouché und des Argumentprinzips sehen. Das weist schon darauthin, dass subtile
topologische Argumente in der Funktionentheorie wichtig sein werden.

Bemerkung 2. Der topologische Beweis sollte verglichen werden mit dem Standardbeweis aus
der Analysis daftr, dass jedes ungerade Polynom tber den reellen Zahlen eine reelle Nullstelle
hat. Die Argumentation ist auch ,topologisch“ — basierend auf dem Mittelwertsatz, aber viel

trivialer.

Beweis. [Dritter Beweis: Standardbeweis der Lehrbticher (oder: ,Hokuspokus-Beweis“] Erin-

nerung:

Satz 2. Satz von Liouville.| Jede beschrankte ganze Funktion ist konstant.

Wir nutzen die Aussage des Satzes von Liouville: Falls p(z) ein Polynom ohne Nullstelle ist,

dann ist 1/p(z) eine ganze Funktion. Daruiber hinaus ist sie beschrankt, da, wie vorhin erwahnt,
lp(2)]

im0 o= |a,|, d.h. limp,_,., 1/p(z) = 0. Es folgt, dass 1/p(z) eine Konstante ist, welche dann
0 sein muss — ein Widerspruch. ]

Fazit dieses Abschnitts: Wir sahen drei Beweise des Fundamentalsatzes der Algebra. Sie sind
alle schon — der ,,Hokuspokus“-Beweis hat es sicherlich in sich — deshalb wird er in Lehrbii-
chern der Funktionentheorie favorisiert. Personlich allerdings gefallt mir der erste am besten,
da er elementar ist und Cauchy’s Satz oder Folgerungen daraus und topologische Konzepte
nicht benutzt.

Daruber hinaus ist es eine ,lokale Argumentation”, die das Wissen ausnutzt, wie ein Poly-
nom lokal funktioniert. Im Gegensatz dazu konnen die beiden anderen Beweise als ,,global”
charakterisiert werden. Es ist ein allgemeines philosophisches Prinzip der Analysis (mit Ana-
logien auf anderen Gebieten, wie z.B. in der Zahlentheorie und Graphentheorie), dass lokale
Argumente einfacher sind als globale.
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3 Analytische Funktionen, konforme Abbildungen, Cauchy-
Riemannsche Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt definieren wir den wichtigsten Baustein der Theorie, namlich den Be-
griff ,analytisch“, und wir zeigen die niitzlichsten Uberlegungen zu diesem fundamentalen
Konzept.

3.1 Definition und Grundeigenschaften von ,analytisch”

Definition 1 (,,analytisch“). Eine Funktion f(z) einer komplexen Variablen ist holomorph
(auch bezeichnet als komplex-differenzierbar oder analytisch! in z, falls der Grenzwert
flz+h) - f(2)

h

f'(2):=lim

existiert. In diesem Fall nennen wir f’(z) die Ableitung von f in z.

Falls f’(z) # 0, dann hat die Ableitung eine geometrische Bedeutung: Schreiben wir die Ablei-
tung in Polarformzerlegung f’(z) = re?, dann haben wir fiir Punkte w, die nahe bei z liegen,
die ungefdahre Gleichung

oder dazu dquivalent
f(w) = f(z) + re’® (w - z) + [Terme niedrigerer Ordnung],

wobei , Terme niedrigerer Ordnung” sich auf eine Grofle bezieht, deren Groflenordnung viel
kleiner ist als |w — z|. Geometrisch bedeutet das: Um f(w) zu berechnen, beginnen wir mit f(z)
und gehen zu einem Vektor, der aus dem Displacement-Vektor w—z besteht und um den Wnkel
O rotiert wird. Das skalieren wir dann um den Faktor r (Was einer Vergrofierung entspricht,
sofern r > 1 ist, einer Verkleinerung, falls 0 < r < 1, der gar nichts macht, wenn r = 1). Diese
Idee kann man zusammenfassen unter dem Slogan:

»Analytische Funktionen verhalten sich lokal wie eine Rotation mit nachfolgender Ska-
lierung.“

Das lokale Verhalten analytischer Funktionen im Falle f’(z) = 0 ist subtiler; wir werden das
spdter untersuchen.

Eine weitere Interpreation des Begriffs ,analytisch” ist, dass analytische Funktionen kon-
forme Abbildungen (d.h. ,die Form bewahrende”) dort sind, wo ihre Ableitungen nicht
verschwinden. Praziser gesagt: Sind y;, ¥, zwei differenzierbare Kurven in der Ebene mit
71(0) = 72(0) = z, ist f differenzierbar in z und ist f’(z) # 0, dann konnen wir mit den Be-
zeichnungen vy = y{(0), v, = ¥5(0), wy = (f 0 91)'(0), wp = (f o ¥,)(0) die Skalarprodukte

INotiz: Einige Leute benutzen ,analytisch“ und ,holomorph” mit zwei a priori verschiedenen De-
finitionen, die dann als dquivalent bewiesen werden. Das finde ich ohne weiteren Nutzen verwirrend
und deshalb bennutze ich diese zwei Bezeichnungen im Wechsel.
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(die ublichen aus Vektorgeometrie) zwischen den komplexen Zahlenpaaren vy,v, und wy,w,
schreiben als

(v1,v3) = Re(v177),
(wi,wo) ={(f"(71(0)71(0)), (f(2(0))y5(0)))
= f/(2)f (2)v1,v2) = If (2)]*(v1, v3).

Bezeichnen wir mit 6 (resp. ¢) den Winkel zwischen vy, v, (resp. wy,w;), dann folgt, dass

_ (wy,w,) _ |f’(z)|2(v1,v2> _ (v1,v2) _

= = = =cos0.
lwillwal — |f(2)villf (2)val  |vilval

cos @

Das heifdt: Die Funktion f bildet zwei Kurven, die sich in z mit dem Winkel 6 schneiden, ab
auf zwei Kurven, die sich in f(z) mit dem gleichen Winkel schneiden.

Ist umgekehrt f konform in einer Umgebung von z, dann ist (mit leichten zusatzlichen An-
nahmen) f analytisch — wir werden das bald im Rahmen der Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen beweisen. So enthalt also die Theorie der analytischen Funktionen die Theorie
ebener konformer Abbildungen als Spezialfall (und zwar als grofstenteil aquivalenten). Auch
das ist keinesfalls sofort klar bei der rein geometrischen Definition der Konformitat.

Hier wollen wir kurz einige Eigenschaften von Ableitungen erwahnen.

Lemma 1. Unter passenden Voraussetzungen gelten die Beziehungen

(f +8)(2)=f(2)+g'(2),
(f8)(2) = f'(2)8(2) + f(2)g/(2),
(ly:_ﬂ@)
fl- f@?
(iy:fNZﬂ@—f@m%@
g 8(2)? '

(f 0g)(2) = f(g(2))g'(2).

Ubung 2. Erkliren Sie prizise die Annahmen im Lemma (Siehe Proposition 2.2 auf Seite 10
des Lehrbuchs [11]).

3.2 Cauchy-Riemannsche Gleichungen

Zusatzlich zu den geometrischen Vorstellungen tiber die komplexe Ableitung gibt es noch eine
ganz andere, auch extrem wichtige, Vorstellung dariiber, was ,analytisch“ denn ist. Sie baut
eine Bricke zwischen der Funktionentheorie und der gewohnlichen Analysis mehrerer Varia-
blen. Wir erinnern uns, dass komplexe Zahlen Vektoren mit Real- und Imaginarteil sind, die
wir bezewichnen konnen als z = x+iy, wobei x,y reelle Zahlen sind. In dhnlicher Weise bezeich-
netn man f = u+iv, wobei u, v reellwertige Funktionen von z sind (oder dazu dquivalent); von
x und y) Remembering that complex numbers are vectors that have real and imaginary com-
ponents, we can denote z = x+iy, where x and y will denote the real and imaginary parts of the
complex number z, and f = u+iv, where u and v are real-valued functions of z (or equivalently
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of x and y), welche den Realteil bzw. Imaginarteil von f darstellen. Ist nun f analytisch in z,
dann ist

) . flz+h)-f(2)

(o) = tim KD TE)

~ lim u(x+h+iy)—u(x+iy)+Z,v(x+h+iy)—v(x+iy)
h—0, heR h h

_du  .dv

=5, tig

Andererseits gilt auch

) = i LN 1)

h—0

u(x+h+iy)—u(x+iy) . vix+h+iy)—v(x+1iy)
y Y. y y

= I

h—>ol,rilez‘1R h h

~ lim u(x+zy+zh)—u(x+zy)+iv(x+zy+z@)—v(x+zy)
h—0, heR ih ih

__jou _ ov_dv_.ou
-0y dy 9y 'y

Da diese Grenzwerte gleich sind, erhalten wir durch Vergleich ihrer Real- und Imaginarteile
ein berithmtes System gekoppelter partieller Differentialgleichungen, die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen:

Ju v Jdv  du

w9 k- oy
Wir haben bewiesen: Falls f analytisch ist in z = x + iy, dann erfullen die Komponenten u,v
von f die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Umgekehrt behaupten wir nun: Ist
f = u +iv stetig differenzierbar in z = x + iy (in dem Sinne, dass sowohl u als auch v stetig
differenzierbare Funktionen von x,y sind — wie es in der reellen Analysis definiert wird) und
erfullt f die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, dann ist f analytisch in z.

Beweis. Die Annahme impliziert, dass f an z ein Differenzial hat, d.h. mit den Bezeichnungen
des Vektorkalkiils und mit den Bezeichnungen f = (u,v), z=(x,v)", Az = (hy,h,)" haben wir

du o
f(z+Az):[”(Z)]+[§jj gz](zl)w(m,hg,
v(z) ox oy )2

wobei E(hy,h;) = o(|Az]) fir |Az| — 0. Unter der Annahme, dass die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen erfullt sind, folgt nun, dass

d J J J
1 Nk
% g—; h2 —g—;]’ll + g—ul’lz
und das ist die Bezeichnung der Vektoranalysis fiir die komplexe Zahl
ou ou ) Ju .du
(g — la_y)(hl + 1]’12) = (g — la—y)AZ.
Wir haben also gezeigt (jetzt wieder mit den Bezeichnern der Funktionentheorie), dass

lim f(z+Az)—f(z):lim(9u ou E(Az))_au ou

Az—0 Az Az—0 %_’a_f Az _ﬁ_la_y'
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Das beweist, dass f holomorph ist in z und seine Ableitung ist f’(z) = g—z - ig—’;. O

Mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen konnen wir nun unsere voran-
gehende Behauptung beweisen, dass Konformalitat die Eigenschaft ,,analytisch” impliziert.

Satz 3. Falls f = u+iv in z konform und stetig differenzierbar im Sinne der reellen Analysis ist und
die Ungleichung det]; > 0 erfiillt (d.h., f erhalt als planare Abbildung die Orientierung), dann ist
f holomorph in z.

Beweis. Mit den Bezeichnungen des vorangehenden Beweises haben wir wie vorangehend
du Jdu
oax ay|lh

flz+Az) = (“(z)]+ o ( 1]+E(h1,h2),
v(z2) 5 5

wobei E(hy, h;) = o(|Az]) fur |Az| — 0. Die Vermutung ist, dass die Differenzial-Abbildung
_|ox y
Jf = [81/ av]

die Orientierung erhalt und konform ist; die Folgerung ist, dass die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen erfullt sind (Woraus nach dem obigen Ergebnis folgen wiirde, dass f
in z holomorph ist). Der Satz ist also bewiesen, wenn wir die einfache Behauptung tiber 2 x 2-
Matrizen des folgenden Lemmas 2 beweisen. O

Lemma 2 (Konformitdts-Lemma.). Es sei A = [a

b\ . . . )
d] is a 2 x 2 eine reelle Matrix. Dann sind
c

folgende Aussagen dquivalent:

(a) A erhalt die Orientierung (d.h. det A > 0) und A ist konform, d.h.

(Aw, Awy) _ (Wi, wy)
|Aw; ||Aw,| [w||w,]

fiir alle wy, w, € R,

(b) A hat die Form A = ( ab b)ﬁir gewisse a,b € R mit a?+b%2>0.
-b a

6 -—sin6
(c) A hat die Gestalt A =r c?se Sm@ ]fur gewisse r > 0 und 6 € R. (Geometrisch gesehen
sin cos

heifSt das, dass A eine Rotation mit anschliefSender Skalierung bewirkt.)

Beweis. [Beweis, dass (a) = (b).] Beachte, dass beide Spalten von A Vektoren ungleich Null
sind aufgrund der Annahme, dass detA > 0.Wir wenden nun die Konformitdtsannahme an
mit wy = (1,0)T, wp, = (0,1)7 und erhalten, dass (a,c) L (b,d), so dass (b,d) = k(—c,a) fur ein
x € R\ {0}. Wenden wir andererseits die Konformitatsananhme an auf w; = (1,1)" und w;, =
(1,-1)T dann erhalten wir (a+b,c+d) L (a—b,c—d), und man sieht leicht, dass diese dquivalent
ist mit a® +c? = b?+d?. Zusammen mit der fritheren Relation impliziert das, x = +1. Also hat A
eine der beiden Gestalten 4 = oder “a ¢ ] Schlie8lich bedeutet die Annahme detA > 0,
c a c -a
dass die erste dieser Moglichkeiten vorliegt. O]
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Ubung 3. Vervollstindigen Sie den Beweis des vorangehenden Lemmas, indem Sie folgende
Implikationen beweisen: (b) < (c) und (b) = (a).

Eine weitere kuriose Folge der Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen, welche eine alterna-
tive geometrische Darstellung zur Konformitat darstellt, ist, dass aus der Eigenschaft ,analy-
tisch“ folgt, dass die Niveaulinien # und v orthogonal sind. Das heif$t: Ist f = u +iv analytisch,
dann ist

(Vu, Vo) = (uy, uy) L (Vy, Vy) = Uy y + Uy ¥y = V0, — V0, = 0.

Da Vu (bzw. Vv) orthogonal ist zur Niveaulinie {# = ¢} (bzw. zur Niveaulinie {v = d}), zeigt
dies, dass sich {u# = ¢}, {v = d} rechtwinklig schneiden an jedem Schnittpunkt.

N7 ZIN

AL TN
’3‘0‘3"".}{““‘:’0%
' ‘:‘\.‘I"";" ..
ST T

I == e
7\ \\7/ &5t
(b)

(a) (c)

Abbildung 3: Die Niveaulinien fiir (a) Realteil und (b) Imaginirteil fiir z2 = (x? —p?) +
i(2xy). (c) zeigt die Uberlagerung beider Familien der Niveaulinien.

Eine weitere und bemerkenswerte Folge der Cauchy-Riemannsache ist, dass zumindest bei
leichten zusatzlichen Annahmen (die spater entfallen) die Funktionen u, v harmonische Funk-

tionen sind. Es sei f analytisch in z und dort zweimal stetig differenzierbar. Dann ist

‘92_”+92_”_i(9_”)+i(9_“)
ox?  Jdy? dx\dx| dy\dy
0 (av) 0 (81/)_ v v o
ox\dy| dy\ox| oxdy dyox

(a) (b) (c)

1 _

Abbildung 4: Die Niveaulinien fur die Realteile und Imaginarteile von z7" = P

P
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d.h., u u erfillt die Laplacegleichung
Au =0,

wobei A = aa—;+ 89_;2 der 2-dimensionale Laplace-Operator ist. In dhnlicher Weise (Uberpriifen?)

erfillt auch v die Gleichung
Ay 9% N 2%v 3
- ox? dy? B

Wir haben also gezeigt, dass u und v harmonische Funktionen sind. Das ist ein extrem wichti-

0.

ger Zusammenhang zwischen der Funktionentheorie und der Theorie partieller Differential-
gleichungen, der auch Auswirkungen in viele andere Gebeite der reellen Analysis hat.

Spater werden wir sehen, dass die Forderung nach zweimaliger stetiger Differenzierbarkeit
fallen gelassen werden kann — wir brauchen dazu aber noch einige Ideen aus der Funktionen-
theorie.

Eine letzte Anmerkung zu analytischen Funktionen und den Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen ist die Beobachtung, dass, falls f = u + iv analytisch ist, dann ist ihre Jacobi-
Matrix (die wir im Sinne der Analysis mehrerer Variablen als Abbildung von IR? nach R? in-
terpretieren), gegeben durch

]f :det(

Auch das kann man geometrisch interpretieren. (Ubung: Wie?)

Uy U 2,2 - 2
* y):uxvy—uyvx:ux+vx:|ux+1vx|:|f’(z)| )
vy vy

4 Potenzreihen

Bislang haben wir keine spezifischen Beispiele von Funktionen einer komplexen Variablen dis-
kutiert. Natuirlich gibt es die Standardfunktionen, dene Sie wahrscheinlich schon bei Studien-
anfang begegnet sind: Polynome, rationale Funktionen, e?, die trigonometrischen Funktionen
und so weiter. Aber neben diesen Beispielen ware es niitzlich, einen allgemein nutzbaren Weg
zur Konstruktion einer groflen Familie von Funktionen zu haben. Natiuirlich gibt es einen sol-
chen Weg: die Potenzreihen, welche sich — nicht offensichtlich —als derart allgemeine Familie
von Funktionen entpuppen, wie man es sich nur wiinschen kann.

Praziser: Eine Potenzreihe ist eine Funktion einer komplexen Variablen z, welche definiert

wird als -
f(Z) = Zﬂnzn,
n=0
wobei (a,);., eine Folge komplexer Zahlen ist. Allgemeiner kann man Potenzreihen definieren
als -
g(2)=f(z=20)= ) an(z—2)",
n=0

[ee)

wobei (a,);, wieder eine Folge komplexer Zahlen ist und z; ist eine fixe komplexe Zahl. Diese
Funktionen sind uiberall dort definiert, wo die entsprechende Reihe konvergiert.

Fir welche Werte von z macht diese Formel Sinn? Es ist leicht zu sehen, dass die Reihe absolut
konvergiert fiir diejenigen z mit 0 <|z| < R, wobei

-1
R= (limsuplanll/”) .

n—o0
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R wird als Konvergenzradius der Potenzreihe bezeichnet.

Beweis. Es sei 0 < R < co (die Randfille R = 0 und R = co empfehlen wir als Ubung). Die
Definitionseigenschaft von R ist, dass fur alle € > 0 gilt, dass |a,| < (% + e)n fir hinreichend
grofle n und dass R die kleinste Zahl R mit dieser Eigenschaft ist. Nun sei z € Dg(0). Da |z| <R,
haben wir |z| (% + e) <1 fir ein fixes € > 0, das wir hinreichend klein wéhlen. Daraus folgt fiir
n > N (fir ein hinreichend grofies N, das abhingig von e ist),

;mnz’ﬂ < HZ\; [(% + e)|z|]n .

Die Reihe wird also majorisiert durch eine konvergente geometrische Reihe und konvergiert
deshalb.

Ist umgekehrt |z| > R, dann gilt |z|(11—Q —e) > 1 fir ein fixes, hinreichend kleines € > 0. Wir

wahlen daraus eine Teilfolge (a,, )2, fir die |a,, |> (% - e)nk (das geht aufgrund der Definition

Fwenz E el -

k=1

von R) und sehen, dass

Die Potenzreihe divergiert also. O

Ubung 4. Erginzen Sie den Beweis fiir die Randfille R = 0, co.

Ein weiterer wichtiger Satz ist:

Satz 4. Potenzreihen sind im Inneren der Kreisscheibe mit Konvergenzradius holomorphe Funktio-
nen und diirfen termweise differenziert werden.

Beweis. Wir benutzen die Bezeichnungen

o0

f@)=) anz"=Sn(2)+En(2),

g(z)= Znanz”_l.

Die Behauptung ist, dass f in der Konvergenzkreisscheibe differenzierbar ist und dass die

1/n

Ableitung gleich der Potenzreihe p g ist. Da n*/"" — 1 fiir n — oo, sieht man leicht, dass f(z)

und g(z) denselben Konvergenzradius haben. Fixiere zy, mit |z| < r < R. Wir wollen zeigen, dass

w gegen g(zg) konvergiert fir h — 0. Dazu beobachten wir, dass

(2 +h2—f(20) _g(z0) = Sn(zo +]’2_SN(ZO) — S, (z0)

N EN(Zo+hh)_EN(ZO) +(SI’\](ZO)_g(ZO)).
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Der erste Term konvergiert gegen 0 fir 1 — 0 und fur jedes fixe N. Um den zweiten Term zu
beschranken, fixieren wir ein € > 0 und bedenken, dass, wenn wir annehmen, dass nicht nur
|zl < r sondern auch |z + k| < r (eine Annahme, welche leicht erfiillbar ist fiir & hinreichend
nahe bei 0) dann

EN(Z()-l—h Z()+h

lay| | ———

hy - M@ + )1k

(5]
< Z la,nr 7,
=N+

wobei wir die algebraische Identitat
a"—b" = (a-b)(a" +a" b+ +ab" 2+ "),

benutzt haben. Der letzte Ausdruck in dieser Kette von Ungleichungen ist das Ende einer
absolut konvergenten Reihe, kann also < € gemacht werden, indem man N hinreichend grof3
nimmt (bevor man den Grenzwert fiir h — 0 bildet).

Dann beriicksichtigen wir bei der Wahl von N, dieses N auch so zu wiéhlen, dass S} (z¢) —
8(zp)| < €. Das geht natiirlich, da S{,(zp) — g(z) fiir N — co. Haben wir schliefflich N so
passend gewdhlt, dann erhalten wir

fmsup| {20 =0
h—0 h

-2(2z9)|<0+€e+e€=2e.

Da € eine beliebige positive Zahl war, zeigt dies, dass

w — g(zq) fur h - 0 — wie

behauptet. O
Dieser Beweis kann gesehen werden als Spezialfall der folgenden eher konzeptuellen Erkennt-
nis: Ist g, eine Folge holomorpher Funktionen auf einem Gebiet (), und geht g, — g gleichma-
fig auf geschlossenen Kreisscheiben in (2, und geht g, — h gleichmafig auf geschlossenen Kreis-
scheiben in Q, und ist & stetig, dann ist ¢ holomorph und g’ = h auf Q. (Ubung: Beweisen Sie
das und erkldren Sie den Zusammenhang mit der vorangehenden Aussage)

Korollar 1. Als Potenzreihen definierte analytische Funktionen sind unendlich oft (komplex) diffe-
renzierbar in der Konvergenzkreisscheibe.

Korollar 2. Fiir jede Potenzreihe g(z) =Y ;> a,(z —zo)" mit positivem Konvergenzradius gilt

Mit anderen Worten: g(z) erfiillt die Taylorformel

ig (z—2z9)"

n=0
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5 Kurvenintegrale

Wir fithren nun Kurvenintegrale ein. Sie sind ein anderer fundamentaler Baustein der Theo-
rie. Kurvenintegrale haben wie viele andere Integrale als input eine zu integrierende Funktion
und ,.ein Ding“ (oder ,einen Platz“) uber den die Funktion integriert wird. Im Fall der Kurven-
integrale ist ,,das Ding” eine Randkurve, das ist (jedenfalls fiir unseren jetzigen Zwecke) eine
Art ebene Kurve. Wir fithren zum Anfang etwas Terminologie ein. Da ist zunachst die para-
metrisierte Kurve, welche einfach eine stetige Funktion y : [a,b] — C ist. Der Wert y/(a) wird
als Startpunkt der Kurve bezeichnet und y(b) heiflt Endpunkt. Zwei Kurven y; : [4,b] — C,
¥, ¢ [c,d] — C heilen dquivalent, was bezeichnet als y; ~ y,, wenn y,(t) = y1(I(t)), wobei
I:[c,d] — [a,b] eine stetige, bijektive und wachsende Funktion ist. Eine , Kurve” ist eine Aqui-
valenzklasse parametrisierter Kurven beziiglich dieser Aquivalenzrelation.

In der Praxis werden wir tiblicherweise einfach parametrisierte Kurven als , Kurven“ bezeich-
nen, also einen Repréisentanten der Aquivalenziklasse als die Aquivalenzklasse - das ist ein in der
Mathematik weithin tibliche Missbrauch von Terminologie. Verschiedene Definitionen, Nota-
tionen und Beweisargumente miissen ,die Aquivalenz in dem Sinne respektieren®, dass sie
von der Wahl der Reprasentanten unabhingig sind. (Meta-Ubung: Denken Sie an 2-3 weitere
Beispiele fiir dieses Phanomen.)

In unserem Kontext ,,Funktionentheorie” werden wir annehmen, dass alle unsere Kurven
stickweise stetig differenzierbar sind. Allgemeiner kann man annehmen, dass sie rektifizier-
bar sind — aber dieser Theorie werden wir nicht nachgehen. Es gibt aber mehrere allgemeine
Gebiete, in denen es niitzlich ist, nur anzunehmen, dass Kurven stetig sind (und tatsachlich
konnen einige der Ideen, die wir in komplex-analytischem Kontext entwickeln werden, in
diesen allgemeineren Zusammenhang gebracht werden). Wir allerdings werden solchen Sei-
tenwegen nicht nachgehen.

Sie begegneten wahrscheinlich Kurven und parametrisierten Kurven in ihren fritheren Studien
von Funktionen mehrerer Variabler, wo sie benutzt wurden zur Definition der Linienintegrale
von Vektor- und Skalarenfeldern. Erinnern Sie sich, dass es zwei Typen von Linienintegralen
gibt, welche als Linienintegrale erster Art und zweiter Art bezeichnet werden. Das Linien-
integral erster Art einer Skalarfunktion (ublicherweise reell-wertig) tiber einer Kurve y ist
definiert als
n
J- u(z)ds= lim u(zj)As; (Linienintegral erster Art),

y mjax As;—0 =)
wobei der Grenzwert der Grenzwert einer Riemannschen Summe bezuglich einer Familie von
Partitionen des Intervalls [a, b] Uiber der die Kurve y definiert ist, fiir den Fall, dass die Norm
der Partitionen gegen Null geht. Hier sind die Partitionspunkte gleicha =t, <t; <...<t, =b,
die Punkte z; = f(t;) sind ihre Bilder auf der Kurve y, und die Symbole As; beziehen sich auf
die Linienelemente , namlich auf As; = |z; —z;_4].
Das Linienintegral der zweiten Art wird definiert fur ein Vektorfeld F = (P, Q) (die traditionel-
lere Bezeichnung in der Analysis fiir das, was wir in unserem Kontext bezeichnen wiirden als
die komplex-wertige Funktion F = P +iQ) mit

f F-ds= J Pdx+Qdy= lim P(zj)Ax; + Q(z)Ay;,
14 14

maxAs;—0 £
i j=1
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wobei z; wie zuvor und x; = Re(z;), y; = Im(z;).

Aus der Analysis ist wohlbekannt, dass Linienintegrale durch gewohnliche Riemannintegrale
(einer Variablen) darstellbar sind. Nehmen Sie sich etwas Zeit und begriinden Sie, warum die
folgenden Formeln wahr sind (unter der Annahme, dass alle beteiligten Funktionen stiickwei-
se stetig differenzierbar sind):

b
()ds= | u(ye)ly/eldt
LM z)as L u\y Y

b
F-ds= | F(y(t)-y'(t)dt.
Jre]

Weiter sollten Sie sich erinnern, dass der Fundamentalsatz der Analysis fiir Linienintegrale
besagt, dass, falls F = Vu, dann ist

f F-ds = u(y(b)) — u(y(a)).
Y

Definition 2 (Kurvenintegrale und Bogenldnge-Intervalle). Fur eine Funktion f = u +iv einer
komplexen Variablen z und eine Kurve y definieren wir

J f(z)dz = f (1 +iv)(dx +idy)”
V4 V4

:(J;udx—vdy)+i(Lde+“d3’)

b
_ J FOn)y (Hdt (Kurvenintegral),

J f(z)|dz| = J f(z)ds = J uds+ if vds (Bogenldngen-Integral).
Y Y Y Y

Ist y eine geschlossene Kurve (die zwei Endpunkte sind identisch, d.h., es gilt y(a) = y(b)), dann

bezeichnen wir das Kurvenintegral als fﬁf(z) dz und das Bogenlangen-Integral bezeichnen wir
4
mit mit gﬁf(z) |dz|.
)4

Ein Spezialfall des Bogenldngen-Integrals ist die Lange der Kurve, definiert als das Integral

b
teny) = [ 1az= | oa
y a

Wie schon erwidhnt, handeln wir uns mit dem milden Missbrauch der Terminologie die Auf-

der konstanten Funktion 1:

gabe ein, zu verifizieren, dass diese Definition nicht von der Parametrisierung der Kurve ab-
hiangt. Tatsichlich gilt: Sind y; ~ y, Reprasentanten derselben Aquivalenzklasse parametri-
sierter Kurven, d.h. ist y,(¢) = y1(I(t)) fiir eine Funktion mit Wohlverhalten, dann sehen wir
mit Hilfe eines Variablenwechsels in Integralen mit einer Variablen, dass

rd d
f@dz= [ FOam)ysnde = j FOrIEN o o 1) (B)dt
V2 y ,
= " ronaenyiaerea: = f For (@) d

= | f(z)dz.

4!
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Ubung 5. Zeigen Sie, dass das Bogenliangen-Integral ebenfalls nicht von der Parametrisierung
abhangt.

Proposition 1 (Eigenschaften von Kurvenintegralen). Kurvenintegrale haben die folgenden Ei-
genschaften:

(a) Linearitat als Operator auf Funktionen: L/(af(z) +pg(z)dz = ajyf(z)dz + [J’Jy g(z)dz.

(b) Linearitat als Operator auf Kurven: : Wenn eine Kurve I' eine ,Komposition” ist der zwei
Kurven yy and y, (in einem Sinne, der graphisch leicht zu erfassen ist, aber unangenehm
hinzuschreiben ist), dann gilt

ff(Z)dz =| f(zdz+ | f(2)dz.
T Vi

V2

Ahnlich gilt, wenn vy, die ,umgekehrte“ Kurve von y, ist,

f(z)dz=—-| f(z)dz.

V2 N

(c) Dreiecksungleichung:

< | 1£(@idzl < ten(y)-supl L

zey

Lf(z)dz

Ubung 6. Beweisen Sie das (Teil der Ubung ist, prazise zu definieren, was ,unter Komposition
von Kurven® und ,,Umkehrkurve” zu verstehen ist).

Fur Kurvenintegrale gibt es eine eigene Version des Fundamentalsatzes der Differential- und

Integralrechnung.

Satz 5 (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung fir Kurvenintegrale). Es sei
y eine Kurve, welche wy und w, verbindet in einem Gebiet (2, in dem Funktion F holomorph ist.
Dann gilt

J F'(z)dz = F(w,) — F(wy).
)4

Aquivalent dazu besagt der Satz, dass zur Berechnung eines allgemeinen Kurvenintegrals
jyf(z)dz, das Finden einer Stammfunktion von f ausreicht, d.h. einer Funktion F, so dass
F’(z) = f(z) in ganz Q. Falls wir eine solche Stammfunktion finden, dann ist das Kurveninte-
gral fyf(z) dz gegeben durch F(w;)— F(w;).

Beweis. Fur glatte Kurven ergibt eine einfache Anwendung der Kettenregel

b

b
f F/(2)dz = f Fy(0)y/ (1) dt = f (Foy)(t)dt = (Fop)(n]i="
Y a

a

= F(y(b)) - F(y(a) = F(wz) = F(wy).

Fur stiickweise glatte Kurven ist das eine triviale Verallgemeinerung - den Beweis empfehlen

wir als Ubung. ]
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Viele unserer Diskussionen von Kurvenintegralen werden sich mit dem Verhalten von Inte-
gralen bei geschlossenen Kurven befassen und dem Zusammenspiel der Eigenschaften solcher
Integrale mit Integralen tiber allgemeinen Kurven. Ein Beispiel fir dieses Zusammenspiel ist
die eben gewonnene Erkenntnis. Sie hat eine einfache - aber wichtige - Folge fiir Integrale iiber
geschlossene Kurven:

Korollar 3. Ist f = F/, wobei F holomorph ist in einem Gebiet Q) (in diesem Fall sagen wir, dass f
eine Stammfunktion hat) und ist y eine geschlossene Kurve in (), dann ist

9gyf(z)dz: 0.

Dies hat eine wichtige Konsequenz:

Proposition 2. Ist f : Q) — C eine stetige Funktion auf () mit

gﬁ/f(z)dz:O

fiir jede geschlossene Kurve in ), dann hat f eine Stammfunktion.

Beweis. Es sei zp € (). Fiir jedes z € Q) gibt es einen Weg y(z, z), der z; mit z verbindet (da QQ
zusammenhangend und offen ist, also wegzusammenhangend — das ist eine Standardiibung
in der Topologie, sieche die Ubungen in Kapitel 1 von [11]). Wir definieren

P(z):f( )f(w)dw.
¥(2z0,2

Nach Annahme ist dieses Integral nicht davon abhangig, auf welchem Weg y(zy,z) den Punkt
zo mit z verbindet. Also ist F(z) wohldefiniert. Wir behaupten nun, dass F holomorph ist und
dass seine Ableitung f ist. Um das zu sehen, beachten wir, dass

F(z+h)—F(2)

h -f(2)
1
- E(L(zo’“h)f(w)dw— L(Zojz)f(w)dw)_f(z)
1 1
a EL(Z’MZ)J((W)dw_f(Z) =2 J;(Z’Hh)(f(w) ~ f(z))dw

wobei y(z,z + h) eine Kurve bezeichnet, die z und z + h verbindet. Fir hinreichend kleine |h|
ist dann die Kreisscheibe D(z, h) in () enthalten und man kann dann y(z,z + h) als das gerade
Liniensegment betrachten, das z und z+h verbindet. Fuir solche h erhalten wir dann wegen der
Setigkeit von f

HEETE L f)| < leny(z 24 h) sup If(w)- £

weD(z,h)

= sup |f(w)-f(z) — 0.
weD(z,h) h—0
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Bemerkung 3. Beachte, dass wir mit der letzten Proposition und falls wir schon wissten, dass
holomorphe Funktionen unendlich oft differenzierbar sind (der sogenannte Regularitatssatz)
folgern konnten, dass jede Funktion, welche die Eigenschaft hat, dass alle ihre Kurvenintegrale
iber geschlossenen Kurven 0 sind, holomorph ist. Das ist tatsachlich so und wird als Satz
von Morera bezeichnet. Diesen wichtigen Satz der Funktionentheorie werden wir aber erst

beweisen konnen, wenn wir Cauchy’s Integralsatz bewiesen haben.

Beispiel 2. Berechne Eﬁz|:1 z"dz fur n € Z. Was lernen wir daraus, dass das Integral fir n = -1
nicht Null ist? (Hinweis: etwas; was denn?) Und was lernen wir daraus, dass das Integral fur
n = —1 Null ist? (Hinweis: nichts; aber warum?)

Lemma 3. Es sei f holomorph auf Q und f” = 0. Dann ist f konstant.

Beweis. Fixiere ein zy € (). Wie wir vorangehend diskutierten gibt es fiir jedes z € () einen
Weg v(zp, z), der zy mit z verbindet. Dann ist

f(2)- f(z0) = f( S =,
¥ (20,2

also ist f(z) = f(zp), also ist f konstant. O

6 Cauchyscher Integralsatz

Ein zentrales Ergebnis der Funktionentheorie ist der Cauchysche Integralsatz.

Satz 6 (Cauchyscher Integralsatz.). Es sei f holomorph im einfach zusammenhdngenden Gebiet
Q), dann gilt fiir jede geschlossene Kurve in ()

é;yf(z)dz: 0.

Wir stehen vor drei Herausforderungen: Erstens, den Cauchyschen Satz fiir Kurven und relativ
einfache Gebiete zu beweisen (Fille ohne topologische Implikationen). Zweitens mussen wir
definieren, was ,einfach zusammenhangend” sein soll. Drittens - was etwas ldnger sein wird
und was wir nicht gleich machen - den Satz erweitern fiir sehr allgemeine Anwendungsfalle.

Zwei weitere Satze, die mit dem Cauchyschen Integralsatz eng verbunden sind, sind der Satz
von Goursat, ein relativ einfacher Spezialfall des Cauchyschen Integralsatzes, und der Satz
von Morera, welcher in gewisser Weise eine Umkehrung des Cauchyschen Integralsatzes dar-
stellt.

Satz 7 (Satz von Goursat). Es sei f holomorph im Gebiet Q) und T sei ein Dreieck, das in ()
enthalten ist. Dann ist 959Tf(z)dz =0 (wobei T sich auf das ,,volle Dreieck” bezieht; dT bezieht sich
auf seinen Rand, betrachet als Kurve, die im iiblichen Sinne positiv orientiert ist).

Satz 8 (Satz von Morera). Es sei f : () — C eine stetige Funktion auf dem Gebiet () mit

SB)/f(z)dz:O

fiir jede geschlossene Kurve in Q, dann ist f holomorph auf Q).
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Beweis. [Beweis des Satzes von Goursat.] Der Beweis ldsst sich zusammenfassen mit dem Slo-
gan ,lokalisiere den Schaden“: Versuche namlich, eine globale Aussage tiber das Integral eines
Dreiecks umzusetzen in eine lokale Aussage iiber das Verhalten nahe einem Punktes inner-
halb des Dreiecks. Das ware dann leichter zu behandeln, da wir ein gutes Verstindnis haben
vom lokalen Verhalten einer holomorphen Funktion nahe eines Punktes. Wenn mit einem glo-
balen Integral etwas schief lauft, dann muss auch auf lokaler Ebene etwas schiefgehen und
wir werden zeigen, dass das nicht passieren kann (obwohl technisch der Beweis kein Wider-
spruchsbeweis ist, ist das aber konzeptuell ein Weg, dariiber nachzudenken)

Die Idee ist prazisierbar mit Hilfe von Dreieckszerlegung. Speziell sei T(®) = T. Dann definieren
wir eine Hierarchie von unterteilten Dreiecken

Dreieck der Ordnung 0 : T,
Dreiecke der Ordnung 1: T.(l),l <j<4,
Dreiecke der Ordnung: 2 91 < k<4

Dreiecke der Ordnung 3: T‘(,3)

1k
Dreiecke der Ordnung n: Tj(ln)] A<, L4
Hier erhilt man die Dreiecke Tj(ln}.j fur j, = 1,2,3,4 durch Unterteilen des n — 1-ten Drei-
ecks 7}(11?.i}]),1 in 4 Teildreiecke, deren Scheitel gleich den Scheiteln oder Halbabschnitten von
T].(::lj)_l sind (siehe Bild 1 auf Seite 35 von [11]).

Nachdem nun bekannt ist, wie die Unterteilung funktioniert, ist klar, dass folgende Gleichung

4
éTﬂnl) f(Z)dZ = Z’éﬂ"(”) f(Z)dZ

Jlrin-1 jn=1 J1eerin

gilt

denn die internen Integrale uber Teilstrecken 16schen sich (weil gegenldufig) gegenseitig aus,

und deshalb gilt
z)dz = z)dz.
) f@dz= ) 983 L fe

Das heif3t, dass das Integral entlang des Ursprungsdreiecks gleich ist der Summe der Integrale
uber alle 4" Dreiecke der Ordnung n. Die entscheidende Beobachtung ist nun, dass eines dieser
Dreiecke einen Betrag haben muss, der zumindest so grofs ist wie der Durchschnitt. Wir haben also

 , radl<eld e
aT.(n) aT(n)

j j(n)

(n)

1rerint
.,Jjn ) ein n-Tupel ist, das so gewdahlt wird, dass die zweite Ungleichung gilt.
(n
(n
— d.h., dass TJ.( ) ¢ Tj(n_ll)) fur n > 1, oder dazu dquivalent, dass j(n) = (jin_l),...,jiﬁ_ll),k) fir

n
(n) (n—

4

< )

Jirajn=1

<4"

f(z)dz

’ 9T(0)

wobei j(n) = (]'in),..

Daruiber hinaus konnen wir j(rn) induktiv so wahlen, dass die Dreiecke T] )) geschachtelt sind
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ein 1 < k <4 — um das zu erreichen, wahlen wir k so, dass

4

1

1299 . f@dz
d=1 12 9T-1)a)

und dieser wiederum ist (induktive Folgerung) grofler oder gleich

ZSB z)dz| = 96 f(z)dzz4‘”1)9g f(z)dz.
ITY0, IT ) T

Nun beobachten wir, dass die Folge geschachtelter Dreiecke gegen einen einzelnen Punkt kon-

mTZ {zo}

fur einen Punkt zy € T. Das stimmt, da d1e Durchmesser der Dreiecke gegen 0 gehen fiir n —

grofer ist (oder

Py fl2)dz

Gi(n-1)4)
gleich) als der Durchschnitt

’

vergiert. Wir haben also

oo - deshalb konnen gewiss nicht zwei Punkte im Durchschnitt sein. Andererseits kann der
Durchschnitt nicht leer sein, da die Folge (z,);., der Mittelpunkte (in einem naheliegneden
Sinn, z.B. die Durchschnitte der Seitenmittelpunkte) offenbar eine Cauchyfolge ist (also eine
konvergente Folge aufgrund der Vollstandigkeit der komplexen Zahlen), deren Grenzwert ein
Element des Durchnitts sein muss.

Nun haben wir z; definiert und konnen f(z) fiir z nahe z, schreiben als

f(2) = f(zo) + f(20)(z = 20) + P(2)(z - 2p),
wobei

piz) = L) oy

Die Holomorphie von f an z, impliziert, dass 1(z) — 0 fiir z — z;. Wir bezeichnen mit 4"
den Durchmesser von T]((:ll)) und mit p") seinen Umfang. Jede Unterteilung halbiert sowohl den
Durchmesser als auch den Umfang und deshalb gilt

dm — 271q(0) p(”) — 2—”p(0)_

Daraus folgt, dass

J:?T(") f(z)dz

j(m)

= L (,,)f(20)+f’(20)(z_20)+ W(z)(z—20) dz
Tim

<p"d™ sup |p(z)|
zeT.(';)

=[| , #(a)z-z0)dz

aT) (n)

Nun kombinieren wir das mit der Beziehung zwischen |958T<0> dz| und |L9T z)dz|, dann

erhalten wir

f(2)dz| < p©a®® Suplll)()l—>0

ZeTl(n

'QT

Damit ist der Satz bewiesen. O

Im nachsten Abschnitt werden wir einige frappierende Konsequenzen aus diesem letztend-
lich einfachen Satz untersuchen. Zuerst aber wollen wir folgende naheliegenden Folgerungen
ziehen:
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Korollar 4 (Satz von Goursat fiir Rechtecke.). Satz 7 bleibt richtig, wenn wir das Wort ,, Dreieck”
ersetzen durch ,Rechteck”.

Beweis. Klar: Jedes Rechteck ist zerlegbar in eine Vereinigung zweier Dreiecke. Das Kurvenin-
tegral uiber das Rechteck ist gleich der Summe der Integrale Uiber die Dreiecke - die Integralan-
teile tiber die Diagonale sind gegenlaufig und l6schen sich aus. (siehe Proposition 1(b)). O]

Korollar 5 (Existenz einer Stammfunktion fiir holomorphe Funktion auf einer Kreisscheibe).
Es sei f auf einer Kreisscheibe D holomorph, dann ist f = F’ fiir eine auf D holomorphe Funktion F.

Beweis. Die Idee ist sehr dhnlich zur Idee beim Beweis der vorangehenden Proposition 2 Wiir-
den wir wissen, dass alle Kurvenintegrale von f uber geschlossenen Kurven verschwinden,
dann hatten wir schon, was wir suchen. Nach Lage der Dinge wissen wir das aber nur fir
dreieckige Kurven. Wie konnen wir das nutzen? Das Lehrbuch [11] liefert eine schlaue Heran-
gehensweise, in welcher die Kurve y(z(,z) umfasst wird von einem horizontalen Geradenab-
schnitt, gefolgt von einem vertikalen Geradenabschnitt . Dann zeigt man in drei Schritten, je-
der mit Nutzung des Satzes von Goursat, (siehe Bild 4 auf Seite 38 von [11]), dass F(zy+h)—F(zg)
genau das Kurvenintegral ist iiber den Geradenabschnitt, der z; mit z) + / verbindet. Von da

an geht der Beweis genauso weiter wie zuvor. O

Korollar 6 (Cauchyscher Integralsatz fiir Kreisscheiben). Es sei f holomorph auf einer Kreis-
scheibe, dann ist ggyf dz = 0 fiir jede geschlossene Kurve y in der Kreisscheibe.

Beweis. f hat eine Stammfunktion, und wir haben schon gesehen, dass daraus die Behauptung
folgt. ]

Satz 9 (Cauchyscher Integralsatz fir eine ,Spielkurve®). Die Aussage Jyf(z)dz = 0 gilt auch fiir
jede Funktion, welche analytisch ist in einem Gebiet, das eingeschlossen wird durch eine ,hinrei-
chend einfache” Kurve, auf die das vorangehende Verfahren anwendbar ist. >

Beweis. Man wiederholt dieselben Vorgehensweisen wie beim Beweis des Satzes von Goursat,
erkennt, dass eine Stammfunktion existiert, und wendet schlieSlich an, dass Kurvenintegra-
le uber geschlossenen Kurven verschwinden. Bei komplexeren , Spielzeugkurven® liegen die
Schwierigkeiten darin, sicherzustellen, dass die geometrischen Argumente zur Existenz einer
Stammfunktion funktionieren — siehe z.B. die (unvollstandige) Diskussion der , Schliisselloch-
Kurven” auf den Seiten 40-41 des Lehrbuchs [11]. O

7 Folgerungen aus dem Cauchyschen Integralsatz

Satz 10 (Cauchysche Integralformel). Es sei f holomorph im Gebiet Q, und C = dD sei eine
kreisformige Kurve in ), dann ist

f(2) falls ze D,
1w

2 Pow—z =0 falls z€ Q\D,

nicht definiert falls ze C.

2Das Buch [11] nennt eine solche Kurve eine Spielzeugkurve — wir lassen die Bezeichnung durch-

gehen als eine etwas vage Bezeichnung fiir ein Meta-Konzept.
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Abbildung 5: Die Schliissellochkurve, die im Beweis der Cauchyschen Integralformel
verwendet wird.

Beweis. Der Fall mit z ¢ D wird abgedeckt durch den Cauchyschen Integralsatz auf einer
Kreisscheibe, da in diesem Fall die Funktion w +— f(w)/(w — z) holomorph in einer offenen
Menge ist, welche D enthilt. Es bleibt der Fall mit z € D. In diesem Fall bezeichne z, den
Mittelpunkt des Kreises C. Die Idee ist nun, stattdessen das Integral

98 F(w)dw = M dw
Lo

rs,b w—-2z

zu betrachten, in dem I, s die sogenannte Schliissellochkurve ist, nimlich eine Kurve mit
einem groflen Kreisbogen um z;, die ein Teil des Kreises C ist, und einem weiteren kleine-
ren Kreisbogen mit Radius € mit Mittelpunkt z und mit zwei Geradensegmenten, welche die
Kreisbogen so verbinden, dass eine geschlossene Kurve entsteht und zwar so, dass die Weite
des ,,Nackens“ des Schlussellochs gleich ¢ ist, (stellen Sie sich 6 als viel kleiner vor als €); siehe
Bild 5. Beachte, dass die Funktion F,(w) holomorph ist im Gebiet, das von I ; eingeschlossen
wird. Also liefert Cauchys Integralsatz fiir Spielzeugkurven (wir nehmen an, dass es fiir Sie
klar ist, dass eine Spielzeugkurve vorliegt), dass

98 F,(w)dw = 0.
Fe,é

Fur o — 0 loschen sich die zwei Integralteile des Integrals entlang dem ,Nacken“ der Rand-
kurve I, s beim Grenziibergang aus, da F, stetig ist, also gleichmaf3ig stetig auf der kompakten
Menge D \ D(z,¢€). Also konnen wir folgern, dass

9€C F,(w)dw = 9S|w_z|_e F,(w)dw.

Der nachste und letzte Schritt besteht im Grenziibergang € — 0 der rechten Seite dieser Glei-
chung . Zuerst zerlegt man F,(w) in
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Dann integrieren wir die Teile separat. Fur den ersten Teil haben wir

§ LSO 1 o, up V=100
C w—-2

€

|lw—z|=€

=27 sup |f(w)~ /()| —>0,

|lw—z|=€

wegen der Stetigkeit von f; und fur den zweiten Term erhalten wir

1 1 .
SB|W_Z|:€f(z) i dw = f(z) 9S|w_z|:€ — dw = 2mif(z)

(nach einer Standardrechnung, siehe voriges Beispiel 2). Insgesamt ergibt das die zu beweisen-

de Formel, namlich

98 ! -F,(w)dw = f(z).
C

2mi

O]

Beispiel 3. In dem Fall, dass z der Mittelpunkt des Kreises C = {w : |w — z| = r} ist, ergibt
Cauchys Formel, dass

T z(w—z):ﬂ 0

271
f(2) ngl - f(w)- dw ! f(z+ret)dt.

Mit anderen Worten: Wir haben bewiesen, dass:

Satz 11 (Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen). Der Wert einer holomorphen Funkti-
on f in z ist gleich dem Mittelwert seiner Werte um den Kreis |\w — z| = r (wir nehmen an, dass f
holomorph ist auf einer offenen Menge, welche die Kreisscheibe |w — z| < r enthadlt ).

Untersucht man, was die Mittelwerteigenschaft fiir Realteil und Imaginarteil von f = u +iv
bedeutet - u,v sind beides harmonische Funktionen - dann sieht man, dass sie eine dhnliche
Mittelwerteigenschaft haben:

1 27

u(x,y) = — J u(x+rcost,y+rsint)dt.

27 Jo
Das trifft tatsachlich fiir alle harmonischen Funktionen zu — eine Tatsache, welche bekannt
ist als Mittelwerteigenschaft der harmonischen Funktionen. Sie kann separat mit Hilfe von
PDE-Methoden und reeller Analysis bewiesen werden, oder mit den vorangehenden Beob-
achtungen hergeleitet werden, indem man zeigt, dass jede harmonische Funktion auf einer

Kreisscheibe der Realteil einer holomorphen Funktion ist.

Satz 12 (Cauchysche Integralformel — erweiterte Version). Mit denselben Voraussetzungen wie
in Satz 10 ist f unendlich oft differenzierbar und fiir z € D sind die Ableitungen f")(z) gegeben

durch | f(w)
="y LW g
£0(2) 9§C w

© 27 Jo (w—z)H]

Die Tatsache, dass holomorphe Funktionen unendlich oft differenzierbar sind, wird in [11]
bezeichnet als Regularitatssatz.
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Beweis. Die entscheidende Beobachtung ist, dass der Ausdruck auf der rechten Seite von
Cauchys Integralformel fiir f(z) (das ist der Fall n = 0 der ,erweiterten” Version) unter dem
Integralzeichen differenziert werden darf. Praziser heifit das: Sei n > 1, und es sei induktiv

(n-1)(, _ (1= 1)! f(w) J
e =k w.

bewiesen, dass

27i (w—2z)"
Dann ist
fU Dz h) - f D (z)
h
(n—1)! 98 1 1 1
= — - dw.
i QI e e |
Man sieht leicht, dass fiir h — 0, die dividierte Differenz w gegen n(w —z) "}

konvergiert, und zwar gleichmdfig iiber w € C. (Dieselbe Behauptung ohne die Gleichmafigkeit
ist gerade die Differentiationsregel einer Potenz — um die Uniformitdt zu erhalten, muss man
»zurlick zu den Anfangen” gehen und die elementare algebraische Rechnung wiederholen, die
anfangs fur die Herleitung der Potenzregel angewandt wurde — eine Illustration der Idee, dass
in der Mathematik wichtig ist, nicht nur Aussagen zu verstehen, sondern auch die Techniken,
die zu deren Beweis fuhren.) Es folgt, dass wir in der vorangehenden Integraldarstellung den
Grenziibergang h — 0 machen durfen, und wir erhalten

—1)!
f(n)(z) = (nzni). qgcf(w)n(w —z) "z,
Das ist genau der n-te Fall der Cauchyschen Integralformel. O

Beweis. [Beweis des Satzes von Morera] Wir haben schon gezeigt, dass eine Funktion f, deren
Integrale iiber geschlossene Kurven alle verschwinden, eine Stammfunktion F hat. Die Regu-
laritatseigenschaft impliziert nun, dass die Ableitung F’ = f auch holomorph ist, also ist f
holomorph - das war die Behauptung des Satzes von Morera. O]

Eine weitere sofortige Folgerung aus Cauchys Integralformel ist eine sehr niitzliche Familie
von Ungleichungen, welche die Funktion f(z) und ihre Ableitungen an einem spezifischen
Punkt z € C beschrankt und zwar mit Hilfe der Werte der Funktion auf dem Rand des Kreises
mit Mittelpunkt z.

Satz 13 (Cauchysche Ungleichungen). Es sei f holomorph in einem Gebiet (), welches eine abge-

schlossene Kreisscheibe Dy(z) enthdlt, dann gilt

If" () <n!R™ sup |f(2).
2€dDg(2)

(Dabei ist dDg(z) ein Kreis mit Radius R um z).

Satz 14 (Holomorphe Funktionen sind analytisch). Es sei f holomorph in einem Gebiet C), das

eine abgeschlossene Kreisscheibe Dg(z) enthdlt, dann hat f eine Potenzreihenentwicklung in zy:

f@)=) anz-z)".

n=0

Diese ist konvergent fiir alle z € Dg(zq), wobei (natiirlich) a, = f(”)(zo)/n!.
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Beweis. Die Beweisidee ist, dass uns Cauchys Integralformel eine Darstellung von f(z) als ,,ge-
wichtete Summe® (das ist ein Integral, das den Grenzwert einer Summe darstellt) von Funk-
tionen der Form z + (w —z)~! liefert. Jede solche Funktion hat eine Potenzreihenentwicklung,
da sie, mehr oder weniger, eine geometrische Reihe ist. Also hat auch die Summe eine Potenz-

reihenentwicklung.

Das schreiben wir jetzt praziser hin:

1 1 1 1
w-z (w-zo)-(z-2) w-z 1-(Z2)
1 (o9 Z Z n (S
_ — 40 _ _ -n-1/, _ n
= —— Z(w_z) =) (w-z0)""(z=z)".
0 4=0 0 n=0

Das ist eine Potenzreihe in z — zge, welche unter der Annahme, dass w € Cg(zj), absolut kon-
vergiert fur alle z mit |z — zy| < R (d.h. fiir alle z € Dg(zg)). Dariiber hinaus ist die Konverganz
offensichtlich gleichmafliig in w € Cg(zp). Die unendlche Summe, welche absolut und gleich-
maflig konvergiert, darf mit der Integration vertauscht werden und wir erhalten dann - unter
Nutzung der erweiterten Form der Cauchyschen Integralformel -, dass

_ 1 f(w)
f(Z) - 2_7ZI i[z(zo) E v

Das ist genau die Entwicklung, die wir suchten. O

Bemerkung 4. Selbst wenn wir im vorangehenden Beweis nur den einfachen Fall (n = 0) der
Cauchyschen Integralformel kennen wiirden (und insbesondere wenn wir den Regularitats-
satz, der aus der erweiterten Formel folgt, nicht kennen wiirden), konnten wir dennoch aus
dem vorletzten Ausdruck in der obigen Gleichungskette folgern konnen, dass f(z) eine Po-
tenzreihenentwicklung der Form ), a,(z—z¢)", mit a,, = (2mi)~! sz<(20 f(w)(w—z)"""! hat. Aus
frither bewiesenen Ergebnissen wiirde dann folgen, dass f(z) unendlich oft differenzierbar ist
und dass a, = f")(zy)/n! . Das wiirde also wieder die erweiterte Form von Cauchys Integral-
formel liefern.

Satz 15 (Satz von Liouville). Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis. Eine einfache Anwendung der Cauchyschen Ungleichungen (Fall n = 1) mit Grenz-
ubergang R — oo zeigt, dass f’(z) = 0 fur alle z. Also muss - wie bereits gezeigt - f konstant

sein. O

Satz 16. Es sei f holomorph im Gebiet Q) und f = 0 fiir jedes z aus einer Menge mit Haufungspunkt
in Q, dann ist f auf Q) identisch 0.
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Beweis. Ist der Haufungspunkt gleich z; € 3, d.h. es gibt eine Folge (wy);2, von Punkten
in Q mit f(wg) = 0 fir alle n, wy — z, und wy # z fur alle k. Wir wissen, dass f in einer
Umgebung von zj, f eine konvergente Potenzreihenentwicklung hat. Nehmen wir an, dass f
in einer Umgebung von z; ist, dann konnen wir diese Potenzreihenentwicklung schreiben als

(o)

f@)=) anz=20) =) ayz-2)*
n=0 n=m
m(z =20 mzaz;m z-20)" = a,,(z—29)"(1 + g(2)).

n=0
Dabei ist m der kleinste Index mit a,, # 0 und g(z) = ) ;7 agﬂ(z —zp)" ist eine holomorphe
Funktion in einer Umgebung von z; mit g(zy) = 0. Daraus folgt, dass fur alle k

am(wi —20)" (1 + g(wy)) = f(wy) = 0.
Das ist aber fiir grofSe k nicht moglich, da wy —zy # 0 fiir alle k und da g(wy) — g(zp) = 0 fir

k — oo.

Daraus folgt, dass f identisch Null sein muss mindestens in einer Umgebung von z,. Nun be-
haupten wir, dass daraus auch folgt, dass f identisch Null ist auf ganz (), da () ein Gebiet
ist (offen und zusammenhangend). Praziser: Es bezeichne U die Menge der Punkte z € (), so
dass f gleich 0 in einer Umgebung von z. Offensichtlich ist U offen, also auch relativ offen in
(), da Q) selbst offen ist; U ist auch abgeschlossen - nach der vorangehenden Argumentation;
weiter ist U nicht leer (es enthilt zy, wieder nach den vorangehenden Uberlegungen). Es folgt,
dass U = Q) nach der wohlbekannten Charakterisierung eines zusammenhangenden topolo-
gischen Raumes, der keine zugleich offenen und abgeschlossenen Mengen enthalt, aufler die
leere Menge und den ganzen Raum.

Alternativ kann man den Beweis wie folgt weiterfithren:

Ein alternativer Beweisweg ist der folgende: Fuir jeden Punkt z € Q sei r(z) der Konvergenzra-
dius der Potenzreihenentwicklung von f um z. Dann bilden die Kreisscheiben {D;;(z) : z €
Q} eine Uberdeckung von Q. Nimm w € Q (mit z; wie vorangehend) und bilde einen Pfad
y :[a,b] — Q, der zy und w verbindet (er existiert, da Q) offen und zusammenhéngend ist, also
wegzusammenhingend). Die offene Uberdeckung Q durch Kreisscheiben ist eine offene Uber-
deckung der kompakten Menge y[a,b] (das Bild von y). Nach der Heine-Borel-Eigenschaft
kompakter Mengen gibt es eine endliche Teiliberdeckung {D;(;(zj) : j = 0,...,m} (wobei wir
w = z,,,1 nehmen. Der vorangehende Beweis zeigt, dass f identisch Null ist auf D,,(zo). Falls
wir also wissen, dass f gleich Null ist auf D, (z;), dann konnen wir folgern, dass f Null ist
auf der niachsten Kreisscheibe Dr(zj+1)(z]'+1). So konnen wir bis zur letzten Kreisscheibe gehen
und finden, dass f gleich Null ist auf D,(,,(w). Insbesondere ist f(w) = 0 - wie behauptet. [

Bemerkung 5. Das vorangehende Ergebnis wird manchmal beschrieben durch die Aussage
Nullstellen holomorpher Funktionen sind isoliert, da sie wie folgt formuliert werden kann:
Ist f holomorph auf (), nicht identisch Null auf (), und ist f(zy) = 0 fur z; € QQ, dann hat fur
ein € > 0 die punktierte Umgebung D.(z() \ {zo} von z, keine weiteren Nullstellen von f. Mit
anderen Worten: Die Nullstellenmenge von f enthdlt nur isolierte Punkte.

Bemerkung 6. Die Bedingung, dass der Haufungspunkt z, € Q), wird gebraucht! Beachte, dass
es moglich ist, dass () eine Punktfolge z, — zy mit Punkten in Q hat, so dass f(z,) = 0 fir alle
n. Betrachte z.B. die Funktion e'/? — 1 — sie hat Nullstellen in jeder Umgebung von z, = 0.
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Korollar 7. Es seien f,g holomorph in einem Gebiet Q) und f(z) = g(z) fiir z in einer Menge mit
Haufungspunkt in Q) (z.B. in einer offenen Kreisscheibe, oder sogar eine Punktfolge z,,, die gegen ein
z € Q)konvergiert, dann ist f = g iiberall in Q.

Beweis. Wende das vorangehende Ergebnis an auf f —g. O

Dieses Ergebnis wird ublicherwiese leicht anders formuliert als das folgende Prinzip:

Satz 17 (Prinzip der analytischen Fortsetzung). Es sei f holomorph in einem Gebiet () und es sei
f+ holomorph in einem grofseren Gebiet (3, D Q), und es gelte f(z) = f,(z) fiir alle z € Q), dann ist
f. die eindeutige Fortsetzung dieser Art und zwar im Folgenden Sinne: Ist f, eine weitere Funktion
mit dieser Eigenschaft, dann ist f,(z) = f,(z) fiir allez€ Q.

Beispiel 4. In der reellen Analysis lernen wir, dass Formeln der Art

1-1+1-1+1-1+...=

7

N =

1+2+4+8+16+32+...=-1

keine Aussagekraft haben. Im Kontext der Funktionentheorie aber kann man tatsachlich hin-
ter solchen Identitaten Sinnvolles entdecken und zwar mit Hilfe der analytischen Fortsetzung.
Sehen Sie wie? Spater im Kurs werden wir auch etwas lernen iiber solche amiisante Identitaten.
Die berithmtetste ist wohl

1
1+2+3+4+...=——,
12
1-2+3-4+...= L
=7

Solche vermutlich “verbliiffende” Formeln haben in den letzten Jahren viel Aufmerksamkeit
erregt und sind der Gegenstand eines populdren Videos fiir Zahlenfreaks, eines Artikels der
New York Times, einer Diskussion in einem populdren Mathe-Blog von Terence Tao, eines
Wikipedia-Artikels, einer Diskussion in Mathematics StackExchange und weitere.

Ein ,Spielzeug“-Beispiel (aber dennoch sehr interessant) einer analytischen Fortsetzung ist
der Fall der hebbaren Singularitiaten. Ein Punkt z; € QO wird als hebbare Singularitat einer
Funktion f : O — CU {nicht definiert}, wenn f in einer punktierten Umgebung von () holo-
morph ist, aber nicht in z;, wobei aber der Wert von f an z; so definiert werden kann, dass f

in zg holomorph wird.

Satz 18 (Riemann’s Satz zu hebbaren Singularitdten). Es sei f holomorph in () mit Ausnahme
des Punktes zo € ) (an dem f evtl. nicht definiert ist, oder f ist dort definiert und es ist unklar, ob
f da holomorph oder stetig ist). f sei beschrinkt in einer punktierten Umgebung D,(zg) \ {zo}von
zo. Dann ist f zu einer holomorphen Funktion f auf ganz Q fortsetzbar durch geeignete Definition
(oder neue Definition) des Funktionswerts an z.

Beweis. Wir betrachten eine Kreisscheibe D = Dg(zy) um z;, deren Abschluss inQ) enthalten
ist. Die Idee ist, dass die Cauchysche Integral-Darstellung

1 f(w) ~
= — —d =
f(2) QSCR(Z ) w =: f(2)

C 2w JW—2


https://youtu.be/w-I6XTVZXww
https://youtu.be/w-I6XTVZXww
http://www.nytimes.com/2014/02/04/science/in-the-end-it-all-adds-up-to.html
http://www.nytimes.com/2014/02/04/science/in-the-end-it-all-adds-up-to.html
https://terrytao.wordpress.com/2010/04/10/the-euler-maclaurin-formula-bernoulli-numbers-the-zeta-function-and-real-variable-analytic-continuation/
https://en.wikipedia.org/wiki/1_%2B_2_%2B_3_%2B_4_%2B_
http://math.stackexchange.com/questions/39802/why-does-123-cdots-frac112
http://aperiodical.com/2014/01/an-infinite-series-of-blog-posts-which-sums-to-minus-a-twelfth/

28 7 FOLGERUNGEN AUS DEM CAUCHYSCHEN INTEGRALSATZ

fiir alle z € D \ {2} erfiillt ist. Haben wir das gezeigt, dann definieren wir f(z,) als die gleiche
Integral-Darstellung und es wird einfach sein zu zeigen, dass das die erwiinschte Fortsetzung
ist.

Um zu zeigen, dass die vorangehende Darstellung gilt, betrachten wir eine Randkurve I s mit
,doppeltem Schliisselloch”, welche den grofiten Teil des Kreises C = dD umlauft, aber Ab-
zweigungen folgt, um die Punkte zy und z zu meiden. Dazu umlauft sie in negativer Richtung
entlang einer Kreisbahn mit Radius €. Wir wenden dann ein Grenzwert-Argument an, ahnlich
dem Argument im Beweis der Cauchyschen Integralformel. So erhalten wir

I oF R S T T o 1)
C

2ri Jew—2z 27 Jopw—2z 27 Jo p) W2

Auf der rechten Seite ist f(z) gegeben durch die Cauchysche Integralformel (da f bekannt-
lich holomorph ist auf einer offenen Menge, welche D.(z)) enthilt). Der Betrag des zweiten
Terms ist beschrankt aufgrund der Annahme, dass f in einer Umgebung von z, beschrankt ist.

96 f(w)
Celzg) W2

Der Grenzubergang € — 0 liefert uns genau die Darstellung von f.

Praziser gilt:
1
|z—zg|—€ e—0

<2me sup |f(w)]

weCe(zp)

Nun ist die Integral-Darstellung von f definiert (definiert nur mit Hilfe der Terme der Wer-
te von f(w) fiir w € Cg(zg)), und die Tatsache, dass dies eine holomorphe Funktion auf ganz
Dg(z() definiert, ist leicht zu sehen — das haben wir uns eigentlich bereits so vorgestellt. Zum
Beispiel trat das relevante Argument, das eine direkte Manipulation der dividierten Diffe-
renzen %( f(z+h) - f(2)) involviert, auf im Beweis der erweiterten Version von Cauchys In-
tegralformel) Eine andere Vorangehensweise ist, zu zeigen, dass die Integration von f iiber
geschlossene Kurven 0 ergibt. (Das erfordert eine Vertauschung der Reihenfolge der zwei In-
tegrationsschritte, die nicht schwer zu rechtfertigen sind.) Dann wendet man den Satz von

Morera an. Die detaillierte Durchfithrung empfehlen wir als Ubung. O]

Definition 3 (Gleichmaflige Konvergenz auf kompakten Teilmengen). Es seien f,(f,);~, holo-
morphe Funktionen auf einem Gebiet (). Wir sagen, die Folge f, konvergiert gegen f gleich-
miflig auf kompakten Teilmengen, wenn fir jede kompakte Teilmenge K C Q), f,(z) — f(z)
gleichmaflig auf K.

Satz 19. Es konvergiere f,, — f gleichmdfSig auf kompakten Teilmengen von () und die f,, seien alle
holomorph. Dann ist f holomorph und f, — f’ gleichmdfig auf kompakten Teilmengen von Q.

Beweis. Dass f holomorph ist, ist eine einfache Folge einer Kombination des Cauchyschen
Integralsatzes und des Satzes von Morera. Priziser: Fiir jede abgeschlossene Kreisscheibe D =
D,(z9) € Q geht f,(z) — f gleichmaRig auf D. Insbesondere gilt fiir jede Kurve y, deren Bild in
der offenen Kreisscheibe D = D,(z;) enthalten ist:

Lfn(z)dz — Lf(z)dz.

Nach dem Cauchyschen Integralsatz sind die Integrale in dieser Folge samtlich 0, also ist
fyf(z)dz auch gleich Null. Da das fiir alle solchen y gilt, ist f nach dem Satz von Morera
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holomorph auf D. Das stimmt fiir alle Kreisscheiben in ), und da , holomorph* eine lokale
Eigenschaft ist, ist — mit anderen Worten — f holomorph auf ganz Q.

Nun sei D = D,(z) eine Kreisscheibe, deren Abschluss D die Eigenschaft D c Q) hat. Fiir z€ D
haben wir dann nach der Cauchyschen Integralformel

fl2) - f(z) = — 953 Jul@) gy L fw 4,

T2mi Jop (w—2)2  2mi Jop (w—z)?

L hw-fw)

2 Yop (w—2z)?

Deshalb sieht man leicht, dass f,/(z) — f’(z) fir n — oo, gleichmdfig fiir z € D,/5(z), da f,(w) —
f(w) gleichmiBig fiir w € dD C D, und es ist [w —z|72 < (r/2)~2 fiir z € D,/»(2g), w € dD.

Schliellich sei K C D kompakt. Fiir jedes z € K sei r(z) der Radius einer Kreisscheibe D, ,(z)
um z, deren Abschluss in Q) enthalten ist. Die Familie der Kreisscheiben {D, = D,(;»(z) : z € Q}
ist eine offene Uberdeckung von K, sie hat also nach Heine-Borel eine endliche Teiliiberde-
ckung D, ,...,D, . Wir zeigten bereits, dass f,(z) — f’(z) gleichmafig auf jeder Kreisscheibe
D,,. Wir haben also auch gleichmafige Konvergenz auf deren Vereinigung, welche K enthalt.
Damit erhalten wir, dass f,, — f’ gleichcméfliig auf K — wie behauptet. ]

8 Nullstellen, Pole, und der Residuensatz

Definition 4 (zeros). z; ist eine Nullstelle einer holomorphen Funktion f, falls f(zy) = 0.

Definition(+Lemma) 5. Ist f eine holomorphe Funktion in einem Gebiet (2, ungleich Null,
und z; eine Nullstelle von f, dann kann f in einer Umgebung von z, dargestellt werden als

fl2) =(z-20)"g(2).

Dabei ist m > 1 und g ist in dieser Umgebung holomorph mit g(z) # 0. Die Zahl m ist ein-
deutig bestimmt und wird die Ordnung der Nullstelle z; genannt, d.h. z; wird bezeichnet als
Nullstelle der Ordnung m.

Eine Nullstelle mit Ordnung 1 wird als einfache Nullstelle bezeichnet.

Bemerkung 7. Falls z; keine Nullstelle von f ist, gilt dieselbe Darstellung mit m = 0 (und
g = f). So sagt man manchmal in gewissen Kontexten, dass z, eine Nullstelle der Ordnung 0
sei.

Beweis. [Beweis von Definition + Lemma|] Uber Potenzreihen-Entwicklungen: Das dhnelt sehr
der Argumentation beim Beweis, dass Nullstellen holomorpher Funktionen isoliert sind. Wir
schreiben also die Potenzreihenentwicklung (von der wir wissen, dass sie in einer Umgebung
von z( konvergiert) hin:
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wobei m der kleinste Index > 0 ist, so dass a,, = 0. Das liefert die gewtinschte Darstellung. Ist
andererseits eine Darstellung dieser Art gegeben, dann zeigt die Entwickung von g(z) in eine
Potenzreihe, dass m der kleinste Index eines Koeffzienten ungleich Null in der Potenzreihen-
entwicklung von f(z) sein muss. Das beweist die Eindeutigkeit. O

Definition 6 (Pole). Es sei f definiert und holomorph in einer punktierten Umgebung eines
Punktes zy. Wir sagen, f habe einen Pol der Ordnung m in z, falls die Funktion h(z) = 1/f(z)
(definiert mit dem Wert 0 in z;) eine Nullstelle der Ordnung m in z, hat. Ein Pol der Ordnung
1 wird als einfacher Pol bezeichnet.

Bemerkung 8. Wie bei Nullstellen kann man diese Definition auf naheliegende Weise auf ,,Pol
der Ordnung 0“ erweitern. Ist f(z) tatsachlich holomorph und ungleich Null in z; (oder es hat
eine hebbare Singularitdt in zy und kann durch Definition des Wertes an z; holomorph und
ungleich Null gemacht werden), dann definieren wir die Ordnung des Pols in z; als 0 und
sagen, f habe einen Pol der Ordnung 0 in z;.

Lemma 4. f hat einen Pol der Ordnung m > 0 an zy genau dann, wenn es in einer punktierten
Umgebung von z, dargestellt werden kann in der Form

fl2) =(z—29)"g(2).
Dabei ist g holomorph in einer Umgebung von zy und es ist g(zy) # 0.

Beweis. Wende das Lemma an auf 1/f(z). O

Satz 20. Hat f einen Pol der Ordnung m an z,, dann ist es eindeutig darstellbar als

A—m A—m+1 a1
= G(z).
f@) (z—2zp)™ " (z—zp)"! et z-2zg +Gla)

Dabei ist G holomorph in einer Umgebung von z.

Beweis. Das folgt nach dem vorangehenden Lemma unmittelbar aus der Darstelluzng von
f(z) als (z—2zp)""g(z) und durch Aufteilen der Potenzreihen-Darstellung von g(z) in Potenzen
von (z —z)F mit 0 < k < m—1 und mit Potenzen mit k > m. O

in der voran-

Definition 7 (Hauptteil, Residuum). Die Entwicklung (Zfﬁ + (zf;'(;’)*,},,l +.o+ Z“_*ZIO
gehenden Darstellung wird als Hauptteil von f am Pol z; bezeichnet. Den Koeffizienten a_,

nennt man Residuum von f an z;. Er wird mit Res, (f) = a_; bezeichnet.

Ubung 7. Die Definitionen ,Ordnung einer Nullstelle” , ,Ordnung eines Pols“ konnen kon-
sistent zusammengefasst werden in eine einzige Definition als (allgemeine) Ordnung einer
Nullstelle, wobei wir, wenn f ein Pol der Ordnung m an z ist, stattdessen sagen, dass f eine
Nullstelle der Ordnung —m hat. Wir bezeichnen die Ordnung einer Nullstelle von f an z; mit
ord, (f)-

Die Definitionen der Nullstellen- bzw. Polordnung kann man kosistent vereinheitlichen: Wenn
f eine Nullstelle der Ordnung m an z; hat, sagen wir f habe eine Nullstelle eben der Ordnung
m. Wenn f ein Pol der Ordnung m an z, ist, sagen wir stattdessen, dass f eine Nullstelle
der Ordnung —m hat. Denote the order of a zero of f at z; by ord, (f). Beweise mit diesen
Definitionen, dass

ord;,(f +g) > min (ord,, (f),ord;,(g))
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(geben Sie eine sinnvolle Definition an fiir Gleichheit), und dass

Ordzo (fg) = Ordzo (f) + Ordzo (g)

Satz 21 (Residuensatz (einfache Version)). Es sei f holomorph in einem Gebiet, das eine abge-
schlossene Kreisscheibe D enthidlt, mit Ausnahme eines Poles in zg € D. Then

f(z)dz = 2miRes, (f).
dD

Beweis. Nach der Standardargumentation mit einer Schliisselloch-Randkurve sehen wir, dass
der Kreis C = dD im Integral durch einen kleinen Kreis C, = C,(zo) mit kleinem Radius € > 0
um zg ersetzt werden kann, d.h. wir haben

an(z)dz = écgf(z)dz.

Ist € klein genug, dann konnen wir im Innern von C, folgende Zerlegung von f

-1
f@)= ) alz—2) +G()
k=—m
in seinen Hauptteil und einen verbleibenden holomorphen Teil. Termweises Integrieren ergibt
a) 0 fir das Integral von G(z) - nach dem Cauchyschen Integralsatz, b) 0 auch nach einer Stan-
dardrechnung fiir die Integralpotenzen (z — 20) mit —m <k < -2 und ¢) 2wia_; = 2miRes, (f)

1

erhalten wir fiir r(z—zp)™" — auch nach Standardrechnung. Daraus folgt der Satz. O

Satz 22 (Residuensatz (erweiterte Version)). Es sei f holomorph in einem Gebiet, das eine abge-
schlossene Kreisscheibe D enthdlt mit Ausnahme einer endlichen Zahl von Polen an Zy,...,2N € D.

Dann gilt
N
(z)dz=2mi ) Res, (f).
an ; Z f

Beweis. Die Idee ist die gleiche. Man nutzt jetzt eine Randkurve mit mehrfachen Schliissello-
chern und leitet mit einem Grenzwertargument her, dass fur ein hinreichend kleines € > 0

N
dz = dz.
) fle)dz ;Sﬁce(zk)ﬂz) .

Dann folgert man wie vorangehend.

(Notiz: Die vorangehende Argumentation erscheint mir etwas unredlich, denn sie verlasst sich
auf die Annahme, dass eine Kurve mit beliebig - aber endlich - vielen Schliissellochern eine
»Spielzeug-Kurve” ist. Das ist zwar intuitiv plausibel, es ist aber zweifellos sehr schwierig zu

verstehen oder gar zu beweisen.) O
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Satz 23 (Residuensatz (Version fir allgemeine Spielzeug-Kurven).). Es sei f holomorph in einem
Gebiet mit einer Spielzeug-Kurve y (mit positiver Orientierung) und holomorph in dem durch die
Kurve eingeschlossenen Gebiet R, mit Ausnahme der Pole zy,...,zy € R,,. Dann gilt

N
95 flz)dz = 2mi ZReszk( ).
4 k=1

Beweis. Konstruiere wieder eine Randkurve mit mehreren Schlissellochern y (annehmend,
dass die sich ergebende Randkurve immer noch eine Spielzeugkurve ist). Folgere dann mit
einem Grenzwertargument, dass

N
ggy f(2)dz = k;9€c€<mf(z)dz’

tur ein hinreichend kleines € gilt. Gehe dann wie eben vor! O

9 Meromorphe Funktionen, Holomorphie in co und die
Riemannsche Zahlenkugel

Definition 8 (Meromorphe Funktion). Eine meromorphe Funktion auf einem Gebiet Q) ist
eine Funktion f : (Q — CU{undefined}, so dass f holomorph ist mit Ausnahme einer isolierten
Menge von Polen.

Definition 9 (holomorph in ). Es sei U C C eine offene Menge, welche das Komplement

von C\ Dg(0) einer geschlossenen Kreisscheibe um 0 enthdlt. Eine Funktion f : U — C ist
holomorph an oo, wenn g(z) = f(1/z) (definiert in einer Umgebung von D;,z(0) of 0) eine
hebbare Singularitat in 0 hat. In diesem Fall definieren wir f(co) = g(0) (der Wert, der g in 0
holomorph macht).

Definition 10 (Ordnung einer Nullstelle/ Pol in o). Es sei U C C eine offene Menge, welche
das Komplement C \ Dg(0) einer geschlossenen Kreisscheibe um 0 enthilt. Wir sagen eine
Funktion f : U — C habe eine Nullstelle (bzw. einen Pol)) der Ordnung m in oo, falls g(z) =
f(1/z) eine Nullstelle (bzw. einen Pol)der Ordnung m an z = 0 hat — nach geeigneter Definition

des Wertes von g an der Stelle 0.

Es ist ein niitzliches Konzept, sich meromorphe Funktionen als holomorphe Funktionen mit
Wertebereich auf der Riemannschen Zahlenkugel C vorzustellen. Wir wollen jetzt definieren,
was das sein soll.

Definition 11 (Riemannsche Zahlenkugel). Die Riemannsche Zahlenkugel (auch bekannt als
die erweiterten komplexen Zahlen) ist die Menge C = C U {co}, versehen mit der folgenden
zusatzlichen Struktur:

* Topologisch stellen wir uns C vor als die 1-Punkt-Kompaktifizierung von C; d.h., wir
figen zu C ein Element co dazu (genannt der , Punkt Unendlich ) und sagen, die Um-
gebungen von oo sind die Komplemente kompakter Teilmengen in C. Das verwandelt C
auf einfache Weise in einen topologischen Raum.



33 9 MEROMORPHE FUNKTIONEN UND DIE RIEMANNSCHE ZAHLENKUGEL

« Geometrischkonnen wir C mit einer tatsichlichen Kugel identifizieren, die in IR® einge-
bettet ist, namlich mit

R

Die Identifikation erfolgt tiber stereografische Projektion, die explizit gegeben ist durch
die Formel

X+1y = %+i% falls (X,Y,Z)=(0,0,1),

(X,Y,Z)e S§? —>
oo falls (X,Y,Z)=(0,0,1).

Siehe Seite 88 in [11] fiir mehr Details. Man kann tberprifen, dass diese geometri-
sche Identifikation ein Homeomorphismus zwischen S? (versehen mit der aus dem IR3
ublichen Topologie) und C (mit der vorhin definierten 1-Punkt-Kompaktifizierunss-

Topologie).

* Analytisch: Die vorangehende Definition der Holomorphie einer Funktion in einer Um-
gebung von co holomorph in oo zu sein, ermoglicht es C die Struktur einer Riemann-
schen Fliche zu geben (der einfachste Typ einer Mannigfaltigkeit mit einer komplex-
analytischen Struktur). Details dazu findet man in vielen Lehrbuichern und online-Ressourcen.
In diesem Kurs diskutieren wir das nicht im Detail.

Mit den vorangehenden Definitionen kann das Konzept der ,,meromorphen Funktion” f : O —
CU{undefiniert} verstanden werden als holomorphe Funktion f : ) — C—d.h., das zugrunde
liegende Konzept der Definition ist immer noch das der Holomorphie, ertreckt sich aber auch
auf Funktionen, welche Werte in C annehmen, einer anderen Riemannschen Fliche als C.

Definition 12 (Klassifikation von Singularitaten). Falls eine Funktion f : () — Eu{undeﬁniert}
in einer punktierten Umgebung von D,(z) \ {z¢} von z; holomorph ist, dann sagen wir, dass f
eine Singularitdt in z, hat, falls f in zy nicht holomorph ist. Wir klassifizieren Singularitaten
in drei Arten, zwei davon haben wir bereits definiert:

* Hebbare Singularitaten: Man kann f an z; holomorph machen, indem man seinen Wert

an z; geeignet definiert ;
¢ Pole;

* Jede Singularitdt, die nicht hebbar ist oder ein Pol ist, wird wesentliche Singularitat

genannt.

Uber eine Funktion, die in einer Umgebung von co definiert ist, aber nicht holomorph in oo ist,
sagen wir, dass f eine Singularitat in oo hat. Diese klassifizieren wir als hebbar, als Pol oder als
wesentliche Singularitat entsprechend dem Typ von Singularitat, der bei z — f(1/z) in z =0

vorliegt.

Satz 24 (Satz von Casorati-Weierstrass zu wesentlichen Singularitaten). Es sei f holomorph in
einer punktierten Umgebung D, (z()\ {zo} von zo und habe eine wesentliche Singularitit in z,. Dann
ist das Bild von f(D,(z¢) \ {z}) der punktierten Umgebung von f dicht in C.
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Beweis. Wir nehmen an, dass der Abschluss m einen Punkt w € C nicht enthalt.
Dann ist g(z) = f — eine holomorphe und beschrankte Funktion in D,(z¢) \ {zo}. Nach Rie-
mann’s Satz uber hebbare Singularitaten ist die Singularitat in z; hebbar. Wir konnen also
annehmen, dass f in z; holomorph ist - nach geeigneter Definition des Funktionswerts. Dann
hat

entweder einen Pol oder eine hebbare Singularitat in z,, abhdngig davon, ob g(zy) = 0 oder
g(Zo) = 0. O

10 Das Argumentprinzip

Definition 13. The logarithmische Ableitung einer holomorphen Funktion f(z) ist gleich

f'(@)/f(2)

Lemma 5. Die logarithmische Ableitung eines Produkts ist gleich der Summe der logarithmischen

Ableitungen. Das heifst
l_[k 1fk Z Z
Tl A k(2)

Beweis. Zeigen Sie das fur n = 2 und fahren Sie mit Induktion fort. O]

Satz 25 (Das Argumentprinzip). Es sei f meromorph in einem Gebiet Q), welches eine abgeschlosse-
ne Kreisscheibe D enthilt, derart, dass f keine Pole auf dem Rand dD hat. Wir bezeichnen ihre Null-
stellen und Pole im Inneren von D mit zy,...,z,, wobei z; eine Nullstelle der Ordnung my = ord,, (f)
sei (im vorhin erwdhnten Sinn, d.h. my = m ist eine positive ganze Zahl, wenn zj eine Nullstelle der
Ordnung m ist, und my = —m ist eine negative ganze Zahl, wenn zjy iein Pol der Ordnung m ist).
Dann gilt

1
_— d -
21 Jop f 2) 47 ka
= [Gesamtzahl der Nullstellen von f im Inneren von D]

— [Gesamtzahl von Polen von f im Inneren von D ]. (1)

Beweis. Definiere
n

32 = |z-2"f(2)

k=1
Dann ist g(z) meromorph auf (), hat keine Singularitaten auf dD, und im Innern von D hat g
keine Nullstellen oder Pole, nur hebbare Singularitaten in z;,...,z, (wWenn wir also seine Werte
an diesen Stellen neu definieren, dann konnen wir annehmen, dass g in D) holomorph ist. Es
folgt, dass

n

f@=] [e-zmg).

k=1
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Nimmt man von dieser Gleichung die logarithmische Ableitung, dann erhalt man

flz) N me g2
f(z)_Zz_Zk 8(z)’

Die Behauptung folgt nun, indem man diese Gleichung integriert und den Residuensatz an-
wendet. (der Term g¢’(z)/g(z) ist holomorph auf D und trdgt deshalb nichts zum Integral bei).
O

Bemerkung 9. In dhnlicher Weise folgert man, dass der Satz auch gilt, wenn man den Kreis
durch eine ,Spielzeug-Randkurve” y ersetzt.

Der Beweis zeigt nicht - wie auch einige andere mathematische Beweise - wie er funktioniert,
d.h. die Tatsache dass die Formel (1) eine ziemlich einfache intuitive Erklarung hat: Zunachst
halten wir fest, dass das Integral im Argumentprinzip dargestellt werden kann als

1 (f@, 1 ("foene, 1 ("(for)t)
Wi P ), o M wm ), Fonin ™
1 L
—% foy; w.

Das ist ein Integral von dw/w tber die Randkurve f o y — das Bild von y unter f. Beach-
te nun, dass die Differentialform dw/w in der Funktionentheorie eine spezielle geometrische
Bedeutung hat. Wir haben namlich

de =“d(logw)” =“d (log|lw| +iargw)”.

Wir setzen diesen Ausdruck in Anfithrungszeichen, da der Logarithmus und das Argument
keine einwertigen Funktionen sind, d.h. es muss erklart werden, was solche Formeln bedeuten
sollen. Aber wenigstens ist log|w| wohldefiniert fir eine Kurve, welche die Null nicht kreuzt.
Integriert man also f oy uber eine geschlossene Kurve, dann ist der Realteil nach dem Fun-
damentalsatz der Analysis gleich Null. Der Imaginarteil (der nach Division durch 2mi reell
wird) kann intuitiv interpretiert werden als der Argumentwechsel tiber der Kurve — d.h. an-
fangs bei t = a fixiert man einen spezifischen Wert von argw = argy(a); wichst dann ¢ von
t = anach t = b, dann verfolgt man das Anwachsen oder Fallen des Arguments beim Wandern
entlang der Kurve y(t); wenn man das richtig macht (d.h. auf stetige Art und Weise), wird
das Argument am Ende einen wohldefinierten Wert haben. Da die Kurve geschlossen ist, muss
die Gesamtanderung des Arguments ein ganzzahliges Vielfaches von 27 sein und die Division
durch 27i macht daraus eine ganze Zahl.

Nattrlich erklart dies auch den Namen , Argumentprinzip“, welcher beim ersten Horen als
weit hergeholt und beliebig erscheinen kann.

Verbindung mit Umlaufzahlen. Die vorangehenden Uberlegungen zeigen, dass im Allgemei-

1 f fw)
%9@7‘“"

uber eine geschlossene Kurve y, welche die Null nicht trifft, zu interpretieren ist als ,,Gesamt-

nen ein Integral der Form

o n

zahl der Umlaufe einer Kurve y um den Ursprung” ,” wobei diese Zahl positiv ist, wenn die
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Kurve in positiver Richtung lauft, negativ, wenn sie in negativer Richtung umlauft. Sie ist 0,
wenn sich das Argument nicht andert. Diese Zahl wird besser bezeichnet als Umlaufzahl von
f um w = 0 (manchmal wird sie auch Index der Kurve um 0 genannt) und bezeichnet mit

Indg( 96 f
2m

Allgemeiner kann man die Umlaufzahl an z = z; definieren als Anzahl der Umléufe einer
Kurve y um einen Punkt z;, und das ist, wie man leicht sieht, gegeben durch

f=

27(1 yZ= zO

Ind, (f) =

Auch hier wird angenommen, dass y den Punkt z; nicht trifft.

Beachte, dass die Umlaufzahl ein topologisches Konzept der ebenen Geometrie ist, das ohne
jeden Bezug zur Funktionentheorie studiert werden kann. Meiner Meinung nach ist das auch
richtig. Es ist moglich und nicht besonders schwer, die Umlaufzahl mit rein topologischen
Mitteln zu definieren - ohne Kurvenintegrale. Dann kann man zeigen, dass analytische und
topologische Definition dasselbe sind. Wie konnte eine topologische Definition aussehen?

Satz 26 (Satz von Rouché). Es seien f,g holomorph im Gebiet Q, das einen Kreis y = C und sein
Inneres enthdlt (oder allgemeiner eine ,Spielzeug-Kurve“ y und das Gebiet U, das sie einschliefSt).
Falls |f(z)| > |g(2)| fiir alle z € y, dann haben f und f + g gleich viele Nullstellen im Inneren des
Gebiets U.

Beweis. Definiere f;(z :f( z) + tg(z) fur t € [0,1], und beachte, dass fy = f und f; = f + g, und
dass die Bedingung |f(z)| > |g(z)| auf y ompliziert, dass f; keine Nullstellen auf y hat fir jedes
t €[0,1]. Es bezeichne

_ 1L f)

 2mi " fi(2)

ny

Das ist nach dem Argumentprinzip die Anzahl der ,verallgemeinerten Nullstellen” (Null-
stellen oder Pole , nach Vielfachheiten gezdhlt) von f; in U. Insbesondere ist die Funktion
t — n; ganzzahlig. Falls wir nun auch wissten, dass sie stetig ist, dann musste sie konstant
sein (einfache Ubung: jede stetige Funktion mit ganzzahligen Werten auf einem Intervall [a, b]
ist konstant), dann wiirden wir insbesondere folgern konnen, dass n; = n.

Um die Stetigkeit von n; zu beweisen, beachten wir, dass die Funktion g(t,z) = f/(z)/f;(z) stetig

ist, also gleichmafig stetig auf der kompakten Menge [0,1] x y. Fiir s,t € [0,1] mit |t —s| < O
konnen wir schreiben

n|<—9€|gtz 2(s,z)|-|dz|

< glen(y/)sup{lg(u ,2)—g(v,z)| s zey, u,ve(0,1], lu—-v| <o}

Zu gegebenem € > 0 konnen wir ein 6 wahlen, das sicherstellt, dass dieser Ausdruck < € ist,
sofern |t —s| < 0 — eben aufgrund der gleichméfiigen Stetigkeit. Genau das brauchen wir, um zu
zeigen, dass t - n, stetig ist. O
Wie das Argumentprinzip hat der Satz von Rouché eine ziemlich amiisante intuitive Erkla-
rung, die ich im Buch Visual Complex Analysis von Tristan Needham gefunden habe. Der Slo-
gan, der ins Spiel kommt, ist ,walking the dog” (den Hund ausfiihren). Stellen Sie sich vor,
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sie spazierten in einem grofien leeren Park, welcher einen gewissen Punkt 0 (den Ursprungs-
pfosten) hat. Du startest an einem Punkt X und spazierst entlang einer Kurve und kommst
schlieSlich wieder zu dem Punkt X. N sei deine Umlaufszahl um den Ursprungspfosten — d.h
die Gesamtzahl deiner Umldufe um den Pfosten mit dem geeigneten Vorzeichen.

Stell dir nun vor, ein Hund liuft an deiner Seite mit - manchmal naher, manchmal ferner.
Wihrend Du deinen Weg C; durchlaufst, lauft der Hund auf seinem eigenen Weg C,, der auch
an derselben Stelle beginnt und endet. Es sei M die Umlaufzahl des Hundes um den Pfosten
im Ursprung. Konnen wir sagen, dass N = M? Die Antwort ist: Ja, das konnen wir unter der
Voraussetzung, dass der Abstand des Hundes immer kleiner war als dein Abstand zum Pfosten.
Um das einzusehen, stellen wir uns vor, du wiirdest den Hund an einer Leine mit variabler
Lange fithren. Ware die Abstands-Bedingung nicht erfiillt, dann konnte der Hund den Pfosten
erreichen, einen kurzen Umlauf machen, wahrend du weit weg bist und wahrend des Hunde-
Umlaufs den Pfosten nicht (vollstaindig) umldufst - was einen Knoten am Pol verursachen
wirde.

Uberraschenderweise beschreibt das genau die Situation im Satz von Rouché - mit folgender
Ubersetzung: Die Kurve f o y représentiert deinen Weg. Die Kurve (f + g) o ¥ représentieirt
den Hundeweg; g o y reprasentiert den Vektor, der von dir auf den Hund zeigt; die Bedingung
|f| > |g| entlang y ist genau die korrekte Bedingung dafiir, dass der Hund néher bei dir ist, als
dein Abstand zum Pfosten.

Und die Folgerung, dass die zwei Umlaufzahlen gleich sind, ist genau die Behauptung im
Satz, dass f und f + g dieselbe Zahl verallgemeinerter Nullstellen im Gebiet U haben, das
von y eingeschlossen wird. (siehe die vorangehende Diskussion beziiglich der Verbindung des
Integrals (27ti)~! 95yf’/f dz und der Umlauf zahl von f oy um 0).

Ubung 8. Nehmen Sie sich etwas Zeit und denken Sie nach iiber diese Analogie und seien Sie
sicher, dass Sie diese verstanden haben. Wahrscheinlich werden Sie einige technische Details
des Beweises des Satzes von Rouché in den ndchsten Wochen und Monaten vergessen, aber
hoffentlich erinnern Sie sich langer an die intuitive Erkldrung.

Eine weitere kleine kryptische Bemerkung zum Nachdenken: Der vorgestellte Beweis des
Satzes von Rouché kann interpretiert werden als Aussage tiber die Invarianz gewisser Integrale
unter der Homotopie von zwei Kurven. Sehen Sie wie?

11 Anwendungen des Satzes von Rouche

Rouché’s Satz ist ein wichtiges Werkzeug zum Abschdtzen der Nullstellen von Polynomen
und anderer Funktionen in Gebieten von Interesse (Siehe die Ubungen 28-29 auf Seite 89).
Die folgenden Ergebnisse zeigen, wie man Rouché’s Satz auch nutzen kann, um interessante
theoretische Aussagen herzuleiten

Satz 27 (Satz von der offenen Abbildung). Holomorphe Funktionen sind offene Abbildungen,
d.h. sie bilden offene Mengen ab auf offene Mengen.

Beweis. Es sei f holomorph im Gebiet Q, z; € (3, und es sei wy = f(z(). Was wir zeigen miissen
ist, dass das Bild jeder Umgebung D.(z() fir € > 0 eine Umgebung Ds(zy) von wy enthalt fur
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ein 0 > 0. Wir fixieren ein w (visuell nahe bei w, gelegen), und definieren
h(z) = f(2) —w = (f(2) = wo) + (wo —w) =: F(2) + G(2).

Die Idee ist nun, den Satz von Rouché anzuwenden auf F(z) und G(z). Wir nehmen ein € > 0
hinreichend klein, so dass die Kreisscheibe D,(zj) in () enthalten ist und keine Losungen der
Gleichung f(z) = w aufSer z; enthalt (das ist moglich, da Nullstellen holomorpher Funktionen
isoliert sind). Nun definieren wir

6 =inf{|f(z) —woql : z € De(z9)},
also ist 0 > 0 und |f(z) —wg| > 0 fur z auf dem Kreis |z — zy| = €. Das bedeutet, dass unter der
Annahme, dass |[w—wy| < ¢ (d.h., falls w nah genug bei w liegt) die Bedingung |F(z)| > |G(z)| in
Rouché’s Satz erfullt ist fiir z € D.(z(). Daraus folgt nun, dass die Gleichung h(z) = 0 (oder dazu
aquivalent f(z) = w) dieselbe Anzahl Losungen hat (insbesondere mindestens eine Losung) wie
die Gleichung f(z) = wy in der Kreisscheibe D.(z). Das war zu zeigen. d

Korollar 8 (Maximumprinzip). Es sei f eine nicht konstante holomorphe Funktion auf einem Ge-
biet Q), dann kann |f| nicht ein Maximum auf Q) annehmen.

Beweis. Triviale Ubung. ]

Am Anfang des Kurses diskutierten wir mehrere Beweise des Fundamentalsatzes der Alge-
bra. Einer davon, der topologische Beweis, wurde nur skizziert. Als letzte Demonstration der
»Machtigkeit des Satzes von Rouché wendet sich das Problem 30 auf Seite 38 an Sie mit der
Empfehlung, den topologischen Beweis mit Hilfe des Satzes von Rouché zu prazisieren.

12 Einfach zusammenhidngende Gebiete und eine allge-

meine Version von Cauchy’s Satz

Definition 14 (Homotope Kurven). Gegeben sei ein Gebiet () C C. Zwei parametrisierte Kur-
ven 1,72 : [0,1] = Q (der Einfachheit halber seien diese definiert auf [0,1]) heiflen ho-
motop (mit fixen Endpunkten), falls y;(0) = »,(0), 1(1) = y,(1), und falls eine Funktion
F:[0,1]x[0,1] > Q derart existiert, dass

i) F is continuous.

ii) F(0,t) = y(t) fur alle t € [0, 1].
iii) F(1,t) = y,(t) fur alle t € [0, 1].
iv) F(s,0)=y,(0) fur alle s € [0, 1].
v) F(s,1)=9(1) fur alle s € [0,1].

Die Abbildung F nennt man eine Homotopie zwischen y; und y,. Intuitive Vorstellung: Fur
jedes s € [0,1] definiert die Funktion t +— F(s,t) eine Kurve, welche die zwei Endpunkte ;(0),
71(1) verbindet. Wahrend s von 0 nach 1 lduft, geht diese Familie von Kurven auf stetige Weise
von der Kurve y; uiber in y,, wobei die Endpunkte immer gleich bleiben.
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Ubung 9. Beweise, dass die Relation , zwei Kurven sind homotop“ eine Aquivalenzrelation ist.

Definition 15 (Einfach zusammenhangendes Gebiet). Ein Gebiet () heifst einfach zusammen-
hingend, wenn beliebige zwei Kurven y;, 3, in O mit denselben Endpunkten homotop sind.

Bemerkung 10. Ein verbreiteter alternativer Weg, die Homotopie von Kurven zu definieren,
ist die Definition fur geschlossene Kurven, wobei die Endpunkte zwar nicht fix sind, die Ho-
motopie aber die Kurven geschlossen halten muss, wiahrend sie diese deformiert. Die Defini-
tion eines einfach zusammenhiangenden Gebiets lautet dann, dass beliebige zwei geschlossene
Kurven homotop sind. Es ist leicht zu zeigen, dass diese zwei Definitionen aquivalent sind.

Satz 28 (Homotopie-Invarianz). Es sei f holomorph im Gebiet Q) und v,y seien zwei homotope
Kurven auf Q) mit den gleichen Endpunkten, dann ist

f(z)ydz= | f(z)dz.
Yo 4!
Beweis. Dieser Beweis beruht auf der Idee, die globale Aussage zur Gleichheit der zwei Kur-
venintegrale in eine lokale Aussage zu verwandeln, dhnlich wie im Beweis des Satzes von
Goursat, aber in einem etwas allgemeineren Rahmen. (Siehe auch die Seiten 93-95 in [11] fur
eine Beweisvariante, die im Folgenden dargestellt wird.)

Es bezeichne F : [0,1] x [0,1] — Q die Homotopie zwischen y und y;, und fiir jedes s € [0,1]
bezeichne y; : [0,1] — Cdie Kurve y,(t) = F(s,t). Die Strategie des Beweises ist zu zeigen, dass
es Werte 0 =5) <s; <s, <...<s, =1 gibt, so dass

f(z)dz= f(z)ydz=...= f(z)dz= f(z)dz.
Yso Va1 Yon Vo
D.h. wir wollen zeigen, dass eine leichte Storung des s-Parameters den Wert des Integrals nicht
dndert. Dazu brechen wir fiir zwei fixe Werte 0 < s <5’ < 1, welche nahe beieinander liegen,
(das werden wir gleich prézisieren) das t-Intervall [0,1], Uber dem die Kurven s,s” definiert
sind, in sehr kleine Segmente auf, indem wir Punkte 0 = ¢, <t <... <t,, =1 fixieren, die sehr
nah beieinander liegen (auch das werden wir prazisieren, sobald wir verstehen, was zu tun ist,
damit die Argumente stimmen) und konnen dann schreiben

§ flz)dz = ;LS([%HD f(2)dz, N flz)dz= ZJ f(z)dz.

i=1 vo ([tj-1.t])

Wir werden nun zeigen, dass diese zwei Integrale gleich sind, indem wir unsere Kenntnis
lokaler Eigenschaften der analytischen Funktion f nutzen. Speziell nehmen wir an, dass wir
fur jedes 1 < j < m wissen, dass es eine offene Kreisscheibe D; gibt, welche die konvexe Hulle
der Vereinigung der zwei Kurvensegmente y,([tj_1,;]) und ys([tj_1, ¢;]) ist. Fur jedes 0 < j <m
sei 17; ein Geradensegment (betrachtet als parametrisierte Kurve) von y,(t;) nach yy(t;), und fur
jedes 1 < j <mseil; die geschlossene Kurve y,([t;_1,t;])+1;= Vs ([tj-1,t;])=1j-1 (die Verkettung
der vier Kurven y,([t;_1,;]), ,die Umkehrung von #;_; “). Nach Cauchy’s Satz fiir Kreisscheiben

9Sr‘f(z)dz =0,

gilt dann
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oder expliziter

J

s

f(Z>dZ—I flz)dz=| f(z2)dz— | f(2)dz
([tji-4]) yo[tiut]) 17j-1 1

Summiert man dies uber j, dann erhalt man

dz - dz = dz — d
st(Z) ’ Jadz Z(J;/([fj—lffj])f(Z) ’ ‘J;/s’([tj—lftj])f(Z) Z]

Vs ]‘:1 s
:Z( f(z)dz - f(Z)dZ)= f(z)dz—j f(z)dz=0,
i1 j Mo N

=1

da im vorletzten Schritt die Summe teleskopiert, und wir im letzten Schritt einfach beobach-
ten, dass 7y und 7, beide entartete Kurven sind, d.h. jede besteht lediglich aus einem Punkt.
(vs(0) = F(s,0) = v¢(0), bzw. y¢(1) = F(s,1) = y¢(1)). Das ist genau die Gleichheit, die wir woll-
ten.

Nun miissen wir noch die Annahmen zu den Kreisscheiben D; rechtfertigen. Das funktioniert,
wenn wir annehmen, dass s und s’ hinreichend beieinander liegen und dass die Punkte 0 <
top <t; <...<t, =1 hinreichend dicht beieinander liegen, mit Stetigkeits- und Kompaktheits-
Argumenten. Das geht z.B. so: fixiere 0 < s < 1. Fur jedes 0 < t < 1 existiert wegen der Stetigkeit
der Homotopie-Funktion F eine Zahl 6 > 0 und eine Kreisscheibe D, ; mit Mittelpunkt y(t) =
F(s,t), so dass fir alle s’,#" € [0,1] mit |s'—s| <€, [t' —t]| < 0, gilt, dass yy(t') € D ;. Die Familie
der Kreisscheiben D;; fiir 0 < t < 1 ist eine offene Uberdeckung der Kurve y, (oder praziser
ihres Bildes y,([0,1]), und das ist eine kompakte Menge). Nach der Heine-Borel-Eigenschaft
gibt es also eine endliche Teiliiberdeckung D;; ,..., D, . Das geniigt als Beweis dafiir, dass s’
hinreichend nahe an s ist.

Schliefllich bezeichne 6(s) fiir jedes s den Wert von 6, der vorangehend als Funktion von s
gewahlt wurde. Die Menge der offenen Intervalle {(s—9(s),s+9(s)) : s € [0, 1]} bildet eine offene
Uberdeckung des Intervalls [0,1], und so konnen wir wieder mit der Heine-Borel-Eigenschaft
eine endliche Teiliiberdeckung finden. Das versetzt uns in die Lage, eine Folge 0 = sy <51 <
... <5, =1 zu finden, deren Existenz wir am Anfang des Beweises behaupteten, in der die
Relation

f(z)dz= f(z)dz

7/5]‘,1 Vs/
fir jedes j = 1,...,n gilt. (Dabei spielt s;_; die Rolle von s und s; spielt die Rolle von s’ in der
vorangehenden Diskussion). O

Satz 29 (Satz von Cauchy (allgemeine Version)). Es sei f holomorph in einem einfach zuammen-
hingenden Gebiet Q). Dann gilt fiir jede geschlossene Kurve in ()

9% flz)dz=0.

Beweis. Der Einfachheit halber sei y eine parametrisierte Kurve auf [0,1]. Dann kann man
sich y als Verkettung zweier Kurven y; und —y, vorstellen, wobei y; = y|j0,1/2) und y, die
»Umkehrung” der Kurve y|j1/51] ist . Beachte, dass y; und y, dieselben Endpunkte haben.
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Nach der Homotopie-Invarianz-Eigenschaft von Kurvenintegralen (wie eben bewiesen) haben
wir
ff(z)dz:f f(z)ydz=| f(z)dz— | f(z)dz=0.
Y Y1772 4! 72
O

Korollar 9. Jede in einem einfach zusammenhangenden Gebiet holomorphe Funktion hat eine Stamm-
funktion.

Ubung 10. Der Beweis des vorangehenden Satzes 28 bedarf — wenn wir ehrlich sind — noch
einer kleinen Anstrengung; d.h. der prasentierte Beweis ist formal nicht ganz korrekt, er ent-
halt gewisse Inkonsistenzen zwischen den Annahmen des Satzes und dem, was wir schliefslich
beweisen. Konnen Sie diese Inkonsistenzen identifizieren? Welcher zusatzlichen Anstrengung
konnte es noch bedirfen, um dieses Probleme zu beheben. Warum glauben Sie, dass der Au-
tor dieser Vorlesungsnotizen und die Autoren des Lehrbuchs [11] es vorzogen, die Sache so
darzustellen und die Aussage nicht rigoros ohne jede Ungenauigkeit zu beweisen? (Die letzte
Frage ist eine sehr allgemeine in der mathematischen Didaktik; falls IThnen eine gute Antwort
einfallt, konnte das fur Sie eine Menge ahnlicher Entscheidungen demystifizieren, welche von
Lehrbuch-Autoren und und Lektoren fortgeschrittener Lehrinhalte getroffen werden und es
konnte das Studium solcher Inhalte in Zukunft weniger verwirrend machen)

13 Der Logarithmus

Der Logarithmus kann definiert werden als
logz =log|z| +iargz

auf jedem Gebiet (), das nicht die 0 enthdlt und wo man eine konsistente, glatt wechselnde
Wahl argz treffen kann fiir die z aus Q). Es ist leicht zu sehen, dass diese Formel eine Inverse
der Exponentialfunktion ist.

Ist z.B.
Q=C\ (-00,0]

(die ,geschlitzte komplexe Ebene” mit entfernter negativer reeller Achse), dann konnen wir
setzen
Logz =log|z| +iArgz

wobei Argz so festgelegt wird, dass Werte in (-7, 1) angenommen werden. Diese Festlegung
nennt man Hauptzweig des Logarithmus — im Grunde ist das eine Standardversion der log-
Funktion, fiir welche die Funktionentheoretiker vereinbart haben, dass sie diese benutzen,
wenn es praktisch erscheint (oder nicht unpraktisch erscheint).

Manchmal allerdings will man die log-Funktion auf anderen oder komplizierteren Definiti-
onsmengen betrachten. Wann kann das funktionieren? Die Antwort ist: Genau dann, wenn Q
einfach zusammenhandend ist.

Satz 30. Es sei Q) ein einfach zusammenhdangendes Gebiet mit 0 ¢ (), 1 € Q. Dann gibt es eine
Funktion F(z) = logq (z) mit folgenden Eigenschaften:
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i) F ist holomorph in Q).
ii) ef® =z fiir alle z € Q.

iii) F(r) = logr (der iibliche Logarithmus fiir reelle Zahlen) fiir alle reellen Zahlen r € Q, die
,hinreichend nahe bei 1 liegen.

Beweis. Wir definieren F als eine Stammfunktion der Funktion z — 1/z, d.h. als

z

d

F(z) = aw
1w

wobei das Integral entlang einer Kurve y berechnet wird, welche 1 mit z verbindet. Nach

der Integral-Version des Cauchyschen Integralsatzes fur einfach zusammenhingende Gebiete

ist dieses Integral unabhidngig von der Kurvenwahl. Wie wir schon gesehen haben, ist diese

Funktion holomorph und gentigt der Gleichung F’(z) = 1/z fur alle z € Q). Es folgt, dass

d

e (ze‘F(Z>) = e FE) _2F(2)e7 @ = ¢ FE(1 —2z/2) = 0,

also ist ze F(?)

F(z)

eine konstante Funktion. Da ihr Wert an der Stelle z = 1 gleich 1 ist, sehen wir,

dass e
"dw
1 w
r nimmt. O

= z - wie gefordert. SchlieSlich gilt fur reelle r, die nahe bei 1 liegen, dass F(z) =
= logr. Das sieht man, indem man das Integral entlang des Geradensegments von 1 bis

Ubung 11. Beweisen Sie fiir den Hauptzweig des Logarithmus die Taylorreihen-Entwicklung

D _1\yn-1
Logz:Z%(z—l)” (Jz] < 1).

n=1

Ubung 12. Modifizieren Sie den vorangehenden Beweis zur Existenz eines Zweigs des Loga-
rithmus fiir ein beliebiges einfach zusammenhangendes Gebiet (), das die 0 nicht enthalt, ohne
die Annahme dass 1 € Q. Wie wird in diesem Fall die Schlussfolgerung geschwacht?

Ubung 13. Erkliren Sie, in welchem Sinne die Logarithmus-Funktion F(z) = log (z), welche
die vorangehend bewiesenen Eigenschaften hat, (und ihre Verallgemeinerung in der fritheren
Ubung), eindeutig ist.

Ubung 14. Beweisen Sie die folgende Verallgemeinerung der vorangehenden Logarithmus-
Konstruktion:

Ist f holomorph auf einem einfach zusammenhédngenden Gebiet (3, und f # 0 auf Q, dann
gibt es eine holomorphe Funktion g auf (), bezeichnet als Zweig des Logarithmus von f, mit

eS8 = f(2).

Definition 16 (Potenzfunktionen und n-te Wurzeln). Auf einem einfach zusammenhangenden
Gebiet () konnen wir nun die Potenzfunktion definieren als z +— z% fir ein beliebiges a € C,
indem wir setzen

24 — ealogz.
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Im Spezialfall a = 1/n hat das die Bedeutung der n-ten Wurzelfunktion z > z!/". Sie hat die

Eigenschaften
1

(Zl/n)n — (eilogz)” _ ennlogz — elogz -z
Beachte: Falls f(z) = z!/" eine ausgewihlte n-te Wurzel ist, dann ist fiir beliebiges 0 < k <
n—1 die Funktion g(z) = ¢?™*/" f (z) eine weitere Funktion mit g(z)" = z. Umgekehrt sieht man
leicht, dass das genau die moglichen Wahlmoglichkeiten fiir n-te Wurzelfunktionen sind.

14 Euler’s Gamma-Funktion

Die Eulersche Gamma-Funktion (sie wird meist nur als Gamma-Funktion bezeichnet) ist ei-
ne der wichtigsten speziellen Funktionen der Mathematik. Sie findet Anwendung auf vielen
Gebieten, darunter der Kombinatorik, Zahlentheorie, Differentialgleichungen, Wahrschein-
lichkeitstheorie und viele weitere - und sie ist die am meisten vorkommende transzendente
Funktion nach den ,elementaren” transzendenten Funktionen (der Exponentialfunktion, dem
Logaritmus, den trigonometrischen Funktionen und ihren Inversen), die man in der Schul-
Analysis lernt.

Sie ist eine natiirliche meromorphe Funktion einer komplexen Variablen, welche die Fakul-
tatsfunktion auf nicht-ganzzahlige Werte erweitert.

In der komplexen Analysis ist sie besonders wichtig im Kontext mit der Mellin-Transformat-
ion (einer Variante der Fourier-Transformation; sie ist mit der multiplikativen Gruppe der
positiven reellen Zahlen in derselben Weise verbunden wie die gewohnliche Fourier-Transfor-
mation mit der additiven Gruppe der reellen Zahlen verbunden ist).

Die meisten Lehrbiicher definieren die Gamma-Funktion auf eine bestimmte Weise und leiten
daraus verschiedene dquivalente Darstellungen ab. In Wahrheit ist aber keine Darstellung der
Gamma-Funkion fundamentaler oder ,natirlicher” als die anderen. Deshalb scheint es logi-
scher zu sein, einfach die verschiedenen Formeln und Eigenschaften aufzuschreiben und dann
zu beweisen, dass die verschiedenen Darstellungen dquivalent sind und dass die behaupteten
Eigenschaften richtig sind.

Satz 31 (Die Eulersche Gamma-Funktion). Es gibt genau eine Funktion T'(s) einer komplexen
Variablen s mit den folgenden Eigenschaften:

1. Meromorphie: I'(s) ist auf C meromorph.

2. Verbindung mit Fakultdt:T'(n+1)=n!fiirn=0,1,2,....
3. Wichtiger spezieller Wert: T(1/2) = \/.

4. Integral-Darstellung:

I'(s)= J e*xldx (Res > 0).
0

5. Hybride Reihen-Integral-Darstellung :

C (_1)n « —X ,.5—
F(s):2m+£ e *xldx (s e C).

n=0
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6. Unendliche Produkt-Darstellung:

= s
T(s)! =se”® (1+—) —s/n €C),
(s) se ]_[ e (seC)
n=
wobei y = lim,_,, (1 + % + % +...+ % —log n) = 0.577215 die Euler-Mascheronische Kon-
stante ist.

7. Grenzwert eines endlichen Produkts:

n!n®

I'(s) = lim

n—oos(s+1)---(s+mn) (s€C).

8. Nullstellen: Die Gamma-Funktion hat keine Nullstellen (also ist T(s)~! eine ganze Funktion).

9. Pole: Die Gamma-Funktion hat Pole genau an den nicht positiven ganzen Zahlen s = 0,-1,-2,...

und ist tiberall sonst holomorph. Die Pole an s = —n sind einfach und haben die Residuen

Res,__,(T) = (_nl‘)n (n=0,1,2,...).

Funktionalgleichung:
[(s+1)=sI(s) (s€C).

Die Spiegelungsformel (eine iiberraschende Verbindung zur Trigonometrie):

TC

I(s)(1-s)= (s e C).

sin(7cs)

Zum Anfang der Beweise haben wir irgendwie die Funktion zu definieren, deren Existenz wir
behaupten. Nehmen wir also die Formel

I'(s)= J e x5l dx
0

als unsere ,Arbeitsdefinition” I'(s). Dieses uneigentliche Integral konvergiert - wie man leicht

sieht - absolut fiir Re(s) > 0, da
< J e xS dx = J e *xReC)-1 gy,
0 0

o0
J e xldx
0

Den Leser sei es tiberlassen, zu priifen (oder die einfache Erkldrung in [11] zu lesen), dass die

so definierte Funktion in diesem Gebiet holomorph ist.

Integriere als Nachstes partiell, um zu sehen, dass wir wieder fiir Re(s) > 0 haben
[(s+1)= j e *x*dx = —e_"x5|xiDO + J- e *sx"Ldx =sT(s).
0 =0 Jo

Das ist die Funktionalgleichung.

(o)

Wir kombinieren die triviale Auswertung I'(1) = f

o ¢ dx =1 mit der Funktionalgeichung

und sehen induktiv, dass I'(n+ 1) = n!.

Der spezielle Wert I'(1/2) = y/rt folgt sofort durch Variablenwechsel x = u? im Integral und
einen Ruckgriff auf das standardmaflige Gauss-Integral f:o e du = \1:

1“(1/2):] e_xx_l/zdx:j e‘”22du:J- e du = r.
0 0 -

(S
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Nun kann man die Funktionalgleichung nutzen und eine analytische Fortsetzung von I'(s) auf
eine meromorphe Funktion auf C definieren: Zum Beispiel konnen wir definieren

I(s+1)
p—

[i(s) =

Das ist eine auf Re(s) > —1,s # 0 holomorphe Funktion, die tibereinstimmt mit I'(s) fiir Re(s) >
0. Nach dem Prinzip der holomorphen Fortsetzung liefert das eine Fortsetzung von I'(s) auf
das Gebiet Re(s) > —1. Wegen des Faktors 1/s und der Tatsache, dass I'(1) = 1, sehen wir auch,
dass I (s) einen einfachen Pol an s = 0 hat mit Residuum 1.

Als nachstes definieren wir fur Re(s) > -2

Li(s+1) T(s+2)

b(s) = s s(s+1)

eine Funktion, welche holomorph ist auf Re(s) > -2, s # 0,—1 und mit I (s) tibereinstimmt
fur Re(s) > —1, s # 0. Auch das liefert eine holomorphe Funktion I'(s) auf diesem Gebiet. Die
Faktoren 1/s(s + 1) zeigen, dass I',(s) einen einfachen Pol hat an s = —1 mit Residuum —1.

Wir fahren induktiv fort: Haben wir eine analytische Fortsetzung I},_;(s) von I'(s) auf das Ge-
biet Re(s) >-n+1,s=#0,-1,-2,...,—n+ 2, dann definieren wir
L_1(s+1) I'(s+n)

I‘"(S):f:m: s(s+1)---(s+n—1)

Es ist offensichtlich, dass dies zu einer meromorphen Funktion in Re(s) > —n fuhrt, deren Pole
genau an den Stellen s =-n+1,...,0 liegen und die behaupteten Residuen haben.

Ein alternativer Weg der analytischen Fortsetzung ist die Aufteilung des Integrals, welches

I'(s) definiert, in
1 0
[(s) = J‘ e x5 dx + J e x5 ldx
0 1

und festzuhalten, dass das Integral iiber [1, o) konvergiert (es definiert eine holomorphe Funk-
tion von s) fur alle s € C, und dass das Integral iiber [0, 1] berechnet werden kann, indem man
e~ als Potenzreihenentwicklung in x betrachtet und termweise integriert. Fiir Re(s) > 0 haben
wir also

j iy = j Z n' X 1dx_Z( 1)" J\lxn+s—1dx
— 0
(-1)"
:nZ:Orn!( +5)

Die Rechtfertigung fur das Vertauschen von Integration und Summation ist einfach und wird

als Ubung empfohlen.

Wir haben also nicht nur einen alternativen Beweis fiir die meromorphe Fortsetzung von I'(s)
erhalten, sondern auch einen Beweis fiir die hybride Reihen-Integral-Darstellung von I'(s), und
diese zeigt auch ganz klar, wo die Pole von I'(s) liegen und dass sie einfache Pole sind mit den
richtigen Residuen.

Lemma 6. Fiir Re(s) > 0 gilt

n

X n
T(s) = lim (1—5) ©dx,

n—oco
0
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Beweis. Fiir n — cokonvergiert der Integrand punktweise gegen e *x°~!. Weiter ist der Faktor
(1 - %)n nach oben beschrankt durch die Funktion e™ (wegen der elementaren Ungleichung
1 -t < e, welche fir alle reellen ¢ gilt). Die Behauptung folgt deshalb aus dem Satz tber die
majorisierte Konvergenz. O

Lemma 7. Fiir Re(s) > 0 gilt

" x\" n!'n®
1-=) xldx= :
JO ( n) X dx s(s+1)---(s+n)

Beweis. Fir n =1 ist die Behauptung, dass

! 1
j (1-x)x"'dx =
0

s(s+1)°

Das ist leicht direkt verifizierbar. Fiir die allgemeine Behauptung benutzen wir einen Varia-
blenwechsel und partielle Integration und sehen, dass

1

n X n
f (1——) xs_ldx:nsj (1= dt
0 n 0

s 1 ! n—1,(s+1)-1
R dt.
0

s
Die Behauptung folgt nun durch Induktion tber #. O]

Korollar 10. Fiir Re(s) > 0 gilt

n!'n’

r(s):r}i—rﬁs(s+1)~-(s+n)'

Beweis. [Beweis der Darstellung von I'(s) als unendliches Produkt] Fur Re(s) > 0 haben wir

s(s+1)---(s+n)

-1 _ q:
He) _nh—>n<}0 nlns
=slim e_SIOgn(l + i)(l + i)(]_ + i)
n—00 1 2 n
n

=5 lim ¢5(Zi-1 £-logn) ]_[(1 + %)e_s/k

n—00
k=1
= s
= seysl—l(l + —)6_5/”.
n
n=1

O]

Wit tiberpriifen un, ob das unendliche Produkt tatsachlich absolut und gleichméfSig auf kom-
pakten Teilmengen von C konvergiert und damit eine ganze Funktion ist. Wir beginnen mit
einigen vorldaufigen Beobachtungen fiir unendliche Produkte.

Wir erinnern uns, dass fir eine Folge komplexer Zahlen ¢, das unendliche Produkt [];2, ¢,
definiert ist als der Grenzwert endlicher Teilprodukte lim,,_,, [T;_, cx — sofern der Grenzwert
existiert. Das ist ganz analog zu den unendlichen Reihen. Ein Punkt, der sich in der Termi-
nologie von unendlichen Reihen unterscheidet, ist, dass wir sagen, dass das Produkt [, ¢,
konvergiert, wenn der Grenzwert des endlichen Produkts existiert und ungleich Null ist.
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Lemma 8. Fiir eine Folge komplexer Zahlen sei (a,);>  und a, # —1 fiir alle n und es sei )_;"; |a,| <
oo. Dann konvergiert das unendliche Produkt [],~ (1 +a,,).

Beweis. Bei diesen Voraussetzungen existiert ein hinreichend grofSes Ny > 1, so dass |a,| < 1/2
fur alle n > Ny. Daraus folgt insbesondere, dass 1 + a,, = exp(Log(1 + a,)), wobei Log(z) der
Hauptzzweig des Logarithmus ist. Nun reicht es aufgrund der Voraussetzungen zu zeigen,
dass das unendliche Produkt ]_[;T;No(l +a,) konvergiert. Das kann man aber schreiben als

(o) n n n
]_[ (1+a,)=lim (1+a) = r}l_lllo H exp(Log(1 +ay)) = T}i_{r(}oexp[ Z Log(1 +ak)].

n—00
l’l:NO k:NO k:NO k:NO

Falls wir nun wissten, dass die unendliche Reihe ZZO:NO Log(1+a,) =lim,_, ZZ:NO Log(1+ay)
konvergiert, konnten wir die vorangehende Kette von Ungleichungen fortsetzen als

i Log(1 + an)],

n=Nj

n—-oo

k:NO

n
= exp( lim Z Log(1 + ak)] =exp

und da e® nie gleich 0 ist, wirde das bedeuten, dass das Produkt]_[‘f:No(l + a,,) existiert und
ungleich Null ist (d.h. das Produkt konvergiert), also dann — wie vorangehend erwahnt — kon-
vergiert und das unendliche Produkt [ ], (1+4a,) konvergierte dann auch, und die Behauptung
ware bewiesen.

Um die Konvergenz der Reihe ZZZNO Log(1+a,) zu sehen, erinnern wir uns, dass die Funktion
z +— Log(z) die konvergente Taylorentwicklung

X 1ym-1
Log(z):Z( 1131 (z=1)" (Jz—1] < 1).
m=1

hat. Insbesondere gibt es eine Konstnate C > 0, so dass
|Log(1 + w)| < |w| + Clw|? falls |w| < 1/2.

Nun nutzen wir die Voraussetzung } ”, |a,| < co und folgern, dass

o o oo oo i 2
) Ilogl+a)l< ) lal+C ) la,f < Zlan|+C[Z|an|] < 0.

n=N, n=Nj n=N n=N n=Nj

Das wollten wir beweisen. O

Lemma 9. Es sei (f,),., eine Folge von Funktionen auf einem Gebiet () mit der Eigenschaft, dass
die Funktionen 1 + f,, tiberall holomorph und nirgends gleich Null sind. Falls die Reihe ) ;" |f,l
gleichmdfSig auf kompakten Teilmengen von () konvergiert, dann konvergiert auch das unendliche
Produkt [ 1,2, (1+f,) gleichmdfSig auf kompakten Teilmengen von () und zwar gegen eine holomorphe

Funktion, die immer ungleich Null.

Beweis. Das vorangehende Lemma 8 impliziert, dass das unendliche Produkt [T;2;(1 + f,(2))
fur jedes z € Q) gegen einen Wert ungleich Null konvergiert. Wiederholt man die Abschatzun-
gen aus dem Beweis des vorangehenden Lemmas fiir jedes z aus einer kompakten Teilmenge
K c Q, dann sieht man, dass die Folge der Partialprodukte [;_, (1 + f,)tatsdchlich auf kom-
pakten Teilmenggen gleichmaifig konvergiert. Also ist die Grenzfunktion holomorph. O]
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Beweis. [Beweis, dass [, (1 + %)e‘Z/” eine ganze Funktion ist.]

5] S o2 ool |- £

(Dabei verbirgt die Gross-O-Notation eine unverselle Konstante — die Abhangigkeit von z

< o0

wird gekapselt im z?-Faktor). Insbesondere ist die Konvergenz gleichmifig auf kompakten
Teilmengen von C. Damit sind wir beinahe in der Situation von Lemma 9. Um allerdings die-
ses Lema anwenden zu konnen, das voraussetzt, dass die Funktionen im Produkt ungleich
Null sind, muss man etwas sorgféltiger sein und die Nullen aussondern: Fiir eine fixe Kreis-
scheibe Dy,1,2(0) mit Radius N + 1/2 um 0 betrachten wir nur das Produkt beginnend an
n =N +1 — diese Funktionen sind ungleich Null in der Kreisscheibe und mit den vorangehen-
den Erkenntnissen erhalten wir daraus eine Funktion, die in Dy/(0) holomorph und ungleich
Null ist. Dann tragen die Faktoren (1 +z/n), n =1,...,N separat Nullstellen an z = -1,...,-N
bei. O

Korollar 11 (Die Spiegelungsformel).

T(s)T(1 —5) = —~

sinms

Beweis.

_ sﬁ(l ~ i) _ Ssin(Tcs) _ sin(r(s),

TS TC

wobei wir die Produktdarstellung sin(rcz) = 7z[ 22, (1 -22/n?) der sinus-Funktion nutzten, die
in einer Hausaufgabe hergeleitet wurde. O]
Beweis. [Alternative Herleitung der Spiegelungsformel ([11], Seite 164)]. Wegen analytischer
Fortsetzbarkeit gentigt es, die Formel fur reelle s in (0, 1) zu beweisen. Fiir diese s haben wir

[(s)I(1-5s)= pooe_tt_sl“(s)dt
JO

= e‘tt_s(tf e‘”(vt)s_ldv)dt
Jo 0

— a JOO eft(1+v)vsfl dvdt = JOO (Jm et(1+v)dt)vsl dv
0 0 0 0

(o0 vs—l Co oS
= dv = J dx (by setting v = ¢*).
Jo 1+v 1+e*

-

—00

Es genuigt also, zu beweisen, dass fiir 0 <s <1 gilt:

J“X’ e T
dx = — .
Coo L 46X sin(7ts)
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Dieses Integral kann man nach dem Residuensatz berechnen; siehe Beispiel 2 in Abschnitt 2.1,
Kapitel 3, Seiten 79-81 in [11] fiir die Details. O

Notiz: Durch Kombination dieser alternativen Herleitung der Spiegelungsformel mit der Gamma-
Funktion in Produktdarstellung erhalten wir einen neuen Beweis fiir die Darstellung von
sin(7tz) als unendliches Produkt.

15 Die Riemannsche Zeta-Funktion

15.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Die Riemannsche Zeta-Funktion (oft auch nur Zeta-Funktion genannt - wenn keine Gefahr
der Konfusion besteht), wird dhnlich wie die Gamma-Funktion als eine der wichtigsten ,,spe-
ziellen Funktionen” in der hoheren Mathematik betrachtet. Allerdings ist die Zeta-Funktion
weitaus mysterioser als die Gamma-Funktion und sie ist nach wie vor Gegenstand vieler be-
rihmter Vermutungen, inklusive der berithmtesten Vermutung, eben der Riemannschen Ver-
mutung. Die Riemannsche Vermutung wird von vielen (so auch von mir) als das wichtigste
offene Problem der Mathematik betrachtet.

Der Hauptgrund fiir die Bedeutung der Zeta-Funktion ist ihre Verbindung mit den Primzahlen
und mit anderen Konzepten und Groflen der Zahlentheorie. Ihr Studium und insbesondere die
Versuche, die Riemannsche Vermutung zu beweisen, haben auch ungewohnlich viele weitere
Entwicklungen auf vielen Gebieten der Mathematik stimuliert.

Wie die Gamma-Funktion wird die Zeta-Funktion ublicherweise nur auf einem Teil der kom-
plexen Ebene definiert und ihr Definitionsbereich wird dann durch analytische Fortsetzung
erweitert. Ich formuliere das auch hier als Satz, der die Existenz der Zeta-Funktion mit gewis-
sen Eigenschaften behauptet.

Satz 32 (Riemannsche Zeta-Funktion). Es gibt eine eindeutige Funktion, bezeichnet mit C(s), einer
komplexen Variablen s, mit den folgenden Eigenschaften:

1. C(s) ist eine meromorphe Funktion auf C.
2. For Re(s) > 1 ist C(s) gegeben durch die Reihe

(o)

1 1 1
C(S): E:1+§+§+....

n=1

3. Eulersche Produktfomrel for Re(s) > 1, C(s) hat auch eine unendliche Produktdarstellung

1
C(s) = I;[l——ps’

wobei das Produkt iiber die Primzahlen p = 2,3,5,7,11,... lauft.
4. C(s) hat keine Nullstellen im Gebiet Re(s) > 1.

5. C(s) hat keine Nullstellen auf der Geraden Re(s) = 1 (Das erfordert einen von der vorangehen-
den Behauptung abweichenden Beweis).
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10.

11.

12.

Die ,trivialen” Nullstellen: Die Nullstellen von C(s) im Gebiet Re(s) < 0 liegen genau an
s=-2,-4,-6,....

C(s) hat einen eindeutigen Pol an s = 1. Es ist ein einfacher Pol mit Residuum 1.

Das ,,Baselproblem” und seine Verallgemeinerungen : Die Werte von C(s) an geraden po-

sitiven ganzen Zahlen werden durch Euler’s Formel angegeben als

(-1)" 2m)"
2(2n)!

wobei (B,,);,_, die Bernoulli-Zahlen sind, welche definiert sind als die Koeffzienten in der

C(2n) = By, (n=1,2,..),

Taylorentwicklung

z ~ B m
1=
m=0
Viele Eigenschaften dieser verbliiffenden Zahlen wurden in den Hausaufgaben diskutiert.

Werte an negativen ganzen Zahlen: Wir haben

Bn+1
—n)=—-—" =1,23,...).
Cem=-t (1=1,23,.)

(Beachten Sie: Fiir negative gerade Zahlen stimmt das mit der vorhin erwdhnten Eigenschaft
mit den trivialen Nullstellen an s = -2,—4,—6,... iiberein, denn es ist eine leicht beweisbare
Eigenschaft, dass die Bernoullizahlen By, = 0 sind fiir ganze Zahlen k > 1. Diese Formel
aber fiihrt zur Erkenntnis iiber die Werte von C(s) an negativen ungeraden ganzen Zahlen.)

Funktionalgleichung: Die Zeta-Funktion erfiillt die Gleichung
C(1=s)=C(s),
wobei wir mit C*(s) die symmetrierte Zeta-Funktion
C'(s) =71 (326
bezeichnen.

Mellin-Transformation: Ein Ausdruck fiir C(s) giiltig fiir alle s € C ist

1 1 1%, s« 52
:_:_5+5£ (877 +£7)(3(1) - 1)dt,

wobei die Funktion 9(t) eine von Jacobis Theta-Reihen ist, definiert als

(o]

dMty= ) et =142) T
n=1

n=-—oo

Darstellung als Kurvenintegral:

Ein weiterer Ausdruck fiir C(s), giiltig fiir alle s € C, ist

I(1-s) (—x)* dx
L dx

27ti eX—1 x

C(s) =

Dabei ist C eine Schliissellochkurve, gehend von +oo nach 0 leicht tiber der positiven x-Achse,
dann auf einem Kreis mit kleinem Radius um den Nullpunkt laufend gegen den Uhrzeigersinn,
und dann zuriicklaufend nach +oo leicht unterhalb der positiven x-Achse.
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13. Zusammenhang mit der Primzahlzdhlung — die , explizite Formel der Zahlentheorie:"
Wir definieren Von Mangoldt’s gewichtete Primzahlzdhl-Funktion

Pp(x)= ) logp,

pr=x

wobei die Summe tiber alle Primzahlen lduft, die kleiner oder gleich x sind. Dann gilt fiir alle

nicht ganzzahligen x > 1:

p(x)=x- ) 2 ~log(2m)
P

wobei die Summe tiber alle Nullstellen p der Riemannschen Zeta-Funktion lauft, gezihlt ent-
sprechend ihrnen Vielfachheiten. (In den meisten Lehrbiichern wird die Summe in zwei Sum-
men aufgeteilt. Eine lauft tiber die trivialen Nullstellen, welche explizit berechenbar sind und
die andere tiber die viel weniger trivialen Nullstellen im Streifen 0 < Re(s) < 1. Die Summe ist
auch nur bedingt konvergent. Konsultieren Sie ein Buch iiber analytische Zahlentheorie zur
geeigneten Interpretation, so dass die Summe konvergiert. )

Die explizite Formel der Zahlentheorie illustriert, dass es fiir die Primzahlen-Zahlung von
grofiter Bedeutung ist, zu wissen, wo die Nullstellen von ((s) liegen. Insbesondere wird uns
der Beweis, dass C(s) keine Nullstellen in Re(s) > 1 hat, in die Lage versetzen, einen der be-

ruhmtesten Satze der Mathematik zu beweisen.

Satz 33 (Der Primzahlsatz). Es sei 1t(x) die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich x. Dann gilt
der beriihmte Satz:

lim () =1 auch geschrieben als TT(X) ~ .
x—oco x/log x logx

Vermutung 1 (Die Riemannsche Vermutung). Alle nicht-trivialen Nullstellen von C(s) liegen auf
der , kritischen Geraden“ Re(s) = 1/2.

Wir beginnen den Beweis des Satzes 32 mit der Standard-Darstellung C(s)

~
2
Il
[
3/~

n=1

DayY,|n | =Y, n R, sehen wir, dass die Summe genau dann absolut konvergiert fiir, wenn
Re(s) > 1, und dass die Konvergenz gleichmaf3ig ist fiir jede Halbebene der Form Re(s) > «
mit a > 1. Insbesondere konvergiert sie gleichmafliig auf kompakten Teilmengen, also ist C(s)
holomorph in diesem Gebiet.

In dhnlicher Weise konvergiert das Eulerprodukt Z(s) := [],(1 - p~¥)~! genau dann absolut,
wenn Zp Ip~°| = ZP p~Rel®) konvergiert, und insbesondere dann, wenn Re(s) > 1. Es folgt, dass
Z(s) wohldefiniert, holomorph und ungleich Null ist fiir Re(s) > 1.

Beweis. [Beweis der Eulerschen Produktformel] Wir beweisen nun, dass Z(s) = C(s). Das ist
moglich durch Manipulation der Partialprodukte des Z(s) definierenden unendlichen Pro-
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dukts und zwar wie folgt

]_[ 1—p—
pen P
_ 1
- Z Pl
n:p{1 ...pik
P1,--Px primes <N

]_[1+p +p B ap ¥ )
p<N

Die letzte Gleichung folgt aus dem Fundamentalsatz der Arithmetik zusammen mit dem Satz,
dass bei Multiplikation zweier (oder endlich vieler) konvergenter Reihen die Summanden um-
geordnet und in beliebiger Reihenfolge summiert werden dirfen. So haben wir Cy(s) darge-
stellt als eine Reihe dhnlicher Form wie die Reihe, die ((s) definiert, aber nur mit Termen der
Form n™* fur diejenigen positiven ganzen Zahlen n, deren Primzahlzerlegung nur Primzahlen

< N enthalt. Es folgt, dass
1
s -t ) —.

Der Grenziibergang N — oo zeigt, dass Z(s) = limy_,, Cn(s) = C(s). Daraus folgt die Gultigkeit
der Eulerschen Produktformel. O

Korollar 12. ((s) hat keine Nullstellen im Gebiet Re(s) > 1

Beweis. Die Eulersche Produktformel liefert ein konvergentes Produkt fir C(s) in diesem
Gebiet und jeder Faktor (1 —p~*)~! hat keine Nullstellen. O]

Zum Beweis der Funktionalgleichung erfordert ein machtigeres Werkzeug aus der harmoni-
schen Analysis, die Poisson’sche Summationsformel.

Satz 34 (Die Poisson’sche Summationsformel). Fiir eine Funktion f : R — C mit einigem ,, Wohl-
verhalten“ haben wir

(o)

) fm)= i f()

n=-—co k=—00
— J- f(x)e—ZTlikx dx

Beweis. Wir definieren eine Funktion g:[0,1] — C durch

= i f(x+n),

n=—oo

wobei

die Fourier-Transformation von f ist.

die sogenannte ,Periodisierung® von f. Nun zeige die Funktion f(x) ,hinreichendes Wohl-
verhalten” (d.h. sie nimmt schnell genug ab fiir x — +o0, und g(x) verhalte sich auch wieder
gutartig und habe vernunftige Glattheitseigenschaften), dann besagt ein Standardergebis der
harmonischen Analysis , dass g(x) eine konvergente Fourier-Entwicklung hat der Form

(o)

Z kax
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wobei die Fourier-Koeffizienten ¢(k) berechenbar sind als

1
20 = [ glre
0

Setzt man in der Formel insbesondere x = 0 fiir g(x), dann erhélt man die grundlegende Tatsa-

che, dass

k=—c0
Beachte aber, dass g(0) =) ;> f(n), die GroBe auf der linke Seite der Poissonschen Summa-
tionsformel ist. Andererseits kann der Fourierkoeffizient ¢(k) mit Hilfe der Terme der Aus-
gangsfunktion f(x) dargestellt werden als:

1 1 00
gA(k) = J g(x)e—ZT(zkx dx = J\ Z f(x + n)e—kax dx
0 0 y—"0

0 1 o n+1
Z j flox+n)e 2R gy = Z f(u)e 2™k dy
n=—co-0

n=—co

fmfwwﬂm“duzﬂm.

Die Kombination dieser Beobachtungen ergibt die Behauptung - sieht man einmal davon ab,
dass wir die genauen Sachverhalte und Annahmen zu f beiseite gelassen haben: Wir wenden
schliefllich die Poissonsche Summationsformel an auf eine Funktion mit extrem gutem Ver-
halten. Deshalb wollte ich keine Zeit damit verschwenden, diese Details zu diskutieren. ]

Satz 35. Die Jacobi-Theta-Funktion 9(t) erfiillt die Funktionalgleichung

9(t) (1/t) (t>0).

1
=—9
Vi

Bemerkung 11. Gleichungen dieser Form werden studiert in der Theorie der modularen For-
men, ein Gebiet der Mathematik, welches Zahlentheorie, Funktionentheorie und Algebra auf

sehr tiberraschende und schone Weise kombiniert.

Beweis. Die Beweisidee ist, die Poisson’sche Summationsformel anzuwenden auf die Funktion
flx)=e,
fir welche uberpruft werden kann, dass
f(k) — t*l/Zefnkz/t

und zwar dadurch, dass man einen einfachen Variablenwechsel in der Standard-Integralaus-

wertung

[ee]
_mx? ; 2
J ercermxudu:ercu
—00

vornimmt. (d.h., die Tatsache, dass ¢~ ™ ihre eigene Fourier-Transformation ist); die Auswer-
tung erfolgt in Beispiel 1, Kapitel 2, Seiten 42—44 in [11]. Mit der vorangehenden Substitution
f(x) und f (k) wird aus der Poisson’schen Summationsformel genau die Funktionalgleichung
fur d(t). O
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Ubung 15. (a) Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes das Randkurven-Integral

—nz%t
96 L
- e2miz _
wobei yy das Rechteck mit den Scheiteln +(N + 1/2) +i ist (mit einer positiven ganzen Zahl

N). Bilden Sie dann den Grenzwert fiir N — oo und leiten Sie folgende Integral-Darstellung
fiir die Jacobi-9-Funktion her:

co—1i e—nzzt co+i e—rzzzt
S(t):J sz—f sz
—co—i € -1 —co+i € -1

(b) Expandieren Sie in dieser Darstellung (2% — 1)~! als geometrische Reihe in e=2™% (fiir
das erste Integral) und als geometrische Reihe in e>™* (fiir das zweite Integral). Berechnen Sie
die resultierenden unendlichen Reihen, begriinden Sie ausfiihrlich alle Schritte, mit denen Sie

einen alternativen Beweis der Funktionalgleichung von 9(t) erhalten.

Lemma 10. Das asymptotische Verhalten von 9(t) nahe t = 0 und t = +oo ist gegeben durch

1
3(t) = O(ﬁ) (t — 04),

3(t)=1+0(e™) (t > o0).
Beweis. Das asymptotische Verhalten fiir t — oo folgt sofort aus

—Tt
—mnt __ 2e

¢ 1 —emt’

<
=
|
o
I
N
M8
WI
§N
I/\N
N
[\/]8

n=1 n=1

was beschrankt ist durch Ce™™, falls ¢ > 10. Die Anwendung der Funktionalgleichung ergibt
nun 9(t) = t72(1 + O(e™™*)) = O(t~1/?) fiir t — 0+. O

Beweis. [Beweis der analytischen Fortsetzbarkeit von C(s)] Wir starten mit der fur Re(s) > 0

I‘(i) = " e *x¥27 1 gx
2 0 )

Der lineare Variablenwechsel x = 7tn?t bringt das in die Form

gultigen Formel:

n‘S/zI‘(%)n_s _ Jm ot/ 21 gy
0

Summiert man die linke Seite tiber n = 1,2,..., dann erhélt man n‘s/zl"(%)C(s) — das ist die
Funktion, die wir mit C*(s) bezeichneten — und das fligt die schdrfere Annahme hinzu, dass
Re(s) > 1. Fur die rechte Seite haben wir

(] 0 o) (]
2 2
§ J e T tts/2—1 dt. :J e TN t ts/2—1 dt
0 0 \n=1

n=1
() -1
0 2

t5/2—1 dt,
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wobei die Abschitzungen im Lemma gebraucht werden, um den Tausch der Summations-
reihenfolge und der Integration zu rechtfertigen. Das zeigt, dass das Integral fur Re(s) > 1
konvergiert. Damit haben wir folgende Darstellung;:

C'(s) = 1 ro(su) —1)#2 7 gt = Jm ()t dt.
2 Jo 0
Darin bezeichnet ¢(t) = %(S(t)—l). Die nachste Idee ist, dies mit Hilfe der Funktionalgleichung
fur 9(t) in eine Form zu bringen, der man ansieht, dass sie wohldefiniert ist fiir alle s € C
mit Ausnahme von s = 1. Speziell halten wir fest, dass die Funktionalgleichung ausgedruickt
werden kann in der Form
p(t) =t 2p(1/t)+ 1712 - L,

Deshalb konnen wir schreiben

1 0
C*(s):f (p(t)t5/21dt+J @(t)t? 7 dt
0

1

1 o0
:J‘ (t1/2(P(1/t)+%t1/2—%)t5/21dt+\f (P(t)ts/27ldt
0 1

_ 1 _l+f (t—s/2—1/2+ts/Z—l)qo(t)dt'
1

1-s s

Wir haben eine Formel fiir C*(s) hergeleitet (eine der Formeln, die im vorangehenden Haupt-
satz behauptet werden), die - wie man sieht - jetzt eine meromorphe Funktion auf ganz C
definiert. Der Integrand nimmt stark ab fur t — co und definiert tatsachlich eine ganze Funk-
tion, so dass die einzigen Pole gleich —1/s und 1/(s—1) sind. Wir haben deshalb bewiesen, dass
C(s) analytisch zu einer auf C meromorphen Funktion fortsetzbar ist. O

Korollar 13. Die Zeta-Funktion erfiillt die Funktionalgleichung
C(1=5)=C(s).

Wegen der Spiegelungsformel der Gamma-Funktion kann die Funktionalgleichung in dquivalenter
Weise geschrieben werden als

C(s) = 2575 sin(§)r(1 —8)C(1-5).

Beweis. Die fiir C*(s) hergeleitete Darstellung ist offensichtlich symmetrisch bezuglich des
Ersetzens von s mit 1 —s. O

Korollar 14. Der einzige Pol von C(s) ist ein einfacher Pol an s = 1 mit Residuum s = 1.

Beweis. Unsere Darstellung von C*(s) stellt es dar als Summe von —%, ﬁ

Funktion. Deshalb sind die Pole von (*(s) einfache Pole an s = 0,1 mit den Residuen —1 bzw. 1.

und einer ganzen

Daraus folgt, dass
C(s) = m*2T(s/2) 71T s)

einen Pol an s = 1 hat mit Residuum 7!/2T'(1/2)"! = 1, und einen Pol (der sich als hebbare
Singularitit entpuppt) an s = 0 mit Residuum =°T'(0)~! = 0. (Das heif3t, dass der Pol von *(s)
an s = 0 entfernt wird durch die Nullstelle von I'(s/2).) O
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Korollar 15. ¢(-n)=-B,1/(n+1) firn=1,2,3,....
Beweis. Mit Hilfe der Funktionalgleichung erhalten wir

C(-n) = 27" " Lsin(—mn/2)T(n+ 1)C(n+1)

= 27" " L sin(—mn/2)n!C(n + 1).

Ist n = 2k gerade, dann ist sin(—7tn/2) = sin(—mk) = 0, wir erhalten also, dass C(-2k) = 0 (d.h.
n = 2k ist eine der so genannten ,trivialen Nullstellen“). Wir wissen schon, dass B,y,; = 0 fiir
k=1,2,3,.... Also ist die Formel {(-n) = B,,;1/(n+ 1) in diesem Fall erfullt.

Ist andererseits n = 2k — 1 ungerade, dann ist sin(-m(2k —1)/2) = (-1)%, und deshalb erhalten
wir mit Hilfe der Formel, die C(2k) mit den Bernoulli-Zahlen ausdriickt (die wurden in der
Hausaufgabe bewiesen oder sind im Textbuch zu finden), dass

C(=n) = (~1)k 272k 1 =2k 2k — 1)1C(2k)

= (~1)F 27 2K 2k — 1)!M

2(2k)! 2k
— _@ - _ Bn+1
2k n+1°
Also ist auch in diesem Fall die Formel erfuillt. O

Korollar 16. Die Nullstellen von C(s) im Gebiet Re(s) < 0 sind genau die trivialen Nullstellen
s=-2,-4,-6,....

Beweis. Wir behaupteten bereits die Existenz der trivialen Nullstellen. Dass in diesem Gebiet
keine weiteren Nullstellen existieren, folgt leicht aus der Funktionalgleichung. Der Beweis
wird als Ubung empfohlen. O

Bemerkung 12 (Alternative Wege zur analytischen Fortsetzung von ((s)). Es gibt eine naher-
liegende analytische Fortsetzung von ((s), die auf der grundlegenden Idee besteht, ein Integral
durch eine Summe zu approximieren - (oder in diesem Fall umgekehrt: eine Summe durch ein
Integral). Die technische Bezeichnung fiir diese Vorgehensweise ist - falls man das systema-
tisch anwendet — Euler-Maclaurin-Summation.

e 1 e n+1 d 1 n+1 d
o E S )

n=1 n=1
00 © n+l1
:f ﬂ+zj (L_L)dx
. xS —J, ns xS
1 J‘X’ _ _
=—- (x7° = |x]7°) dx.
s—1 1

Diese Darstellung ist sicher richtig fiir Re(s) > 1. Wir erinnern uns aber an die Schranke (ge-
liefert vom Mittelwertsatz)

= L < sl LR (e ),

Das Integral ist also tatsachlich ein absolut konvergentes Integral im grofferen Gebiet Re(s) > 0,
und die von uns hergeleitete Darstellung liefert eine analytische Fortsetzung von C(s) zu einer
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meromorphen Funktion auf Re(s) > 0 mit einem einzelnen Pol an s = 1 (ein einfacher Pol mit
Residuum 1), die sonst uberall holomorph ist.

Eine Ausarbeitung dieser Idee ist, mit Hilfe der bekannten Summations-Formel von Euler-
Maclaurin C(s) zu einer meromorphen Funktion auf C fortzusetzen, indem man sie induk-
tiv von einem Gebiet Re(s) > —n auf ein Gebiet Re(s) > —n — 1 ausdehnt — so wie wir das
bei der Gamma-Funktion vorgefithrt haben. Eine andere Herangehensweise ist, die vorange-
hend gezeigte analytische Fortsetzung fir Re(s) > 0 zu nutzen, dann die Funktionalgleichung
C*(1 —s) = C*(s) im Gebiet 0 < Re(s) < 1 zu beweisen, und dann die Funktionalgleichung zu
benutzen, um ((s) fortzusetzen auf Re(s) < 0 (was die Spiegeluung des Gebiets Re(s) > 1 unter
der Transformation s + 1 —s ist).

15.2 Ein Nullstellensatz der Riemannschen Zeta-Funktion

Als nachstes beweisen wir eine nicht triviale und sehr wichtige Tatsache Uber die Zeta-Funktion,
welche die entscheidende Rolle in unserem Beweis des Primzahlsatzes spielen wird.

Satz 36. C(s) hat keine Nullstellen auf der Geraden Re(s) = 1.

Diesen Satz kann man sich vorstellen als ,Spielzeug“-Version der Riemannschen Vemutung.
Falls Sie jemals versuchen wollen, das Problem zu l6sen - die Vermutung zu beweisen oder zu
widerlegen - dann ist vielleicht das Verstandnis der ,Spielzeug-Version“ ein guter Einstieg ...

Beweis. Fur den Beweis bezeichne s = o + it, wobei wir annehmen, dass o > 1 und dass t # 0
reell ist . Der Beweis beruht darauf, gleichzeitig das Verhaltnis von C(o + it), C(o + 2it), und
C(0) zu untersuchen, und zwar fur fixes t und fur o \ 1. Betrachte die folgende mysteriose
GroBe

X =log|t(0)3C (0 +it)*C (o + 2it)|.

Wir konnen ,, X“ darstellen als

log|C(0)3C(o +it)*C (o + 2it)|
=3log|C(0)| + 4log|C(o +it)|+1og|C(o + 2it)|

= 3log[]_[|1 —p‘“|_1]+ 4log[]_[|1 —p“"itl‘l]
p p
+10g{]_[|1 _p—0—2it|—1]
p

Z( —3log|1 —p~7|-4log|l —pig*itl —log|1 —p’“*Z”|)
p
p

= (—3Re[L0g(1_P_U)]—4Re[Log(1_p—a—it)]

—ReLog [1 - p_G_Zit]),

wobei Log(-) den Hauptzweig des Logarithmus bezeichnet. Beachte nun, dass fir z = a+ib mit
a>1 und einer Primzahl p gilt [p™*|=p~™ < 1, also

~Log(1-p™) = ip

m=1

—mz

m
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und

|
=
o
—
Q
BER
[—
|
=
&
—
Il
gk
=
3

Re [cos(mblogp) +isin(mblogp)

Il
gk
=
3

cos(mblogp).

Wir konnen also X auch schreiben als

X = chn_‘j(3 +4cos0,,+ cos(20,))

n=1

wobei 0, = tlogn und c,, = 1/m, falls n = p™ fir eine Primzahl p. Nun konnen wir die einfache
trigonometrische Identitat

3+4cos0 +cos(20) = 2(1 + cos 0)?

nutzen und X nochmal umschreiben in

X=2 chn_"(l +cosB,)%.
n=1
Wir haben eine entscheidende Tatsache bewiesen, namlich dass X > 0 oder dquivalent dazu,

dass
eX =10(0)3C(0 +it)* (o + 2it)| > 1.

Wir behaupten nun, dass diese harmlos aussehende Ungleichung inkompatibel ist mit der
Existenz einer Nullstelle von {(s) auf der Geraden Re(s) = 1. Nehmen wir - fiir einen Wider-
spruchsbeweis - an, dass C(1 +it) = O fir ein reelles t # 0. Dann haben die drei Groflen C(o),
C(o +it)und C(o + 2it) fur o N\, 1 das folgende asymptotische Verhalten:

|C(o)] = Ll +O(1) (da C(s) einen Pol an s = 1 hat),

O’ —
|C(o +it)|=0O(0—1) (da C(s) eine Nullstelle an s = 1 + it hat),
|C(0 + 2it)| = O(1) da C(s) holomorph ist an s = 1 + 2it).

Wie kombinieren diese drei Aussagen und erhalten
eX =10(0)3C (o +it)* (0 +2it)| = O((c = 1) 3 (0 = 1)} = O(0 - 1).

Insbesondere geht eX — 0 fiir o \, 1, im Widerspruch zur vorangehend bewiesenen Aussage,
dass eX > 1. Das beweist die Behauptung, dass {(s) keine Nullstelle mit Re(s) = 1 hat. O

Ubung 16. Der vorangehende Beweis, dass eX > 1 (was sofort die Behauptung des Satzes im-
plizierte), beruht darauf, zu zeigen, dass fiir jede Primzahl p die entsprechenden Faktoren in
der Eulerschen Produktformel folgende Ungleichung erfiillen:

(L=p™) 2L =p 7p ¥ = p~p 2 > 1.

Das wurde bewiesen durch Logarithmieren auf beiden Seiten, durch Potenzreihenentwicklung
und durch Nutzung der elementaren triginometrischen Identitat 3 + 4cos6 + cos260 = 2(1 +
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o

cos0)2. Allerdings ist eine direktere Herangehensweise vorstellbar: Es sei x = p™® und z =

p~it = ¢71*18P Dann reduziert sich die Ungleichung auf die Behauptung, dass
(1-x)31 —zx|*|1 - 2%x| < 1

fur alle x € [0,1] und z mit |z| = 1. Da das eine elementare Ungleichung ist, konnte es fiir sie
einen einfachen Beweis geben (d.h. einen Beweis ohne Logarithmen und ohne Potenzreihen-
entwicklung). Konnen Sie diesen Beweis finden?

16 Der Primzahlsatz

Der Primzahlsatz wurde 1896 unabhangig voneinander durch Jacques Hadamard und von
Charles Jean de la Vallée Poussin bewiesen, mit Hilfe der bahnbrechenden Ideen aus Riemann’s
berithmtem 1859-Papier, in dem er die Riemannsche Zeta-Funktion als Werkzeug zum Zahlen
von Primzahlen einfiihrte. (Das war das einzige Papier zur Zahlentheorie, das Riemann jemals
schrieb!!) Die Geschichte aller dieser Entwicklungen (inklusive aller technischen Details) wird
sehr gut beschrieben in dem klassischen Lehrbuch [4], das ich sehr empfehle.

Die originalen Beweise des Primzahlsatzes waren sehr kompliziert und beruhten auf der ,ex-
pliziten Formel der Zahlentheorie” (welche ich im letzten Abschnitt erwahnte) und einigen
ihrer Varianten. Wahrend des 20. Jahrhunderts arbeiteten Mathematiker hart daran, einfache-
re Zugange zur Herleitung des Primzahlsatzes zu finden. Daraus resultierten einige wichtige
Entwickungen (wie z.B. der Satz von Wiener-Tauber und der Satz von Hardy-Littlewood), wel-
che nicht nur die analytische Zahlentheorie bereicherten, sondern auch die Funktionentheorie,
die harmonische Analysis und die Funktionalanalysis. Trotz aller Anstrengungen und der Ent-
deckung einiger Beweiszuginge, die einfacher zu sein scheinen als die originalen, blieben alle
Beweise sehr schwierig ...bis zum Jahr 1980, als der Mathematiker Donald Newman einen
wunderbar einfachen Weg fand, den Satz herzuleiten - und zwar mit vollstandig elementa-
rer Funktionentheorie. Der Beweis, den ich hier prasentiere, ist Newnman’s Beweis (so wie er
préasentiert wird in dem kurzen Papier [13] von D. Zagier).

Definiere die gewichteten Primzahl-Zahlfunktionen

7t(x) = #{p prime : p < x} = Zl,

p<x

!
P(x)= ) logp= ZlogP{IZE;J,
p

k<x p<x

Wir vereinbaren, dass das Symbol p in der Summation eine Primzahl bedeutet und dass p* eine
Primzahlpotenz bezeichnet, d.h. < x und die Summation iiber p* bezeichnet die Summation
uber alle Primzahlpotenzen < x. Weiter ist es auch iiblich, die Funktion (x) zu schreiben als
P =) An),
n<x

wobei die Funktion A(n), welche als von Mangoldt-Funktion bezeichnet wird, und als ,Lamb-
da“ ausgesprochen wird, definiert ist als

An) = logp falls n = pk, p Primzahl,
0 sonst.
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Lemma 11. Der Primzahlsatz w(x) ~ @ ist dquivalent zur Aussage, dass p(x) ~ x.

Beweis. Wir benutzen die Ungleichung

3 log x logx B
P(x) = Zlogp Long < I;logplogp = Zlogx =logx - m(x).

p=x p=x

In umgekehrter Richtung gilt eine ahnliche (aber etwas weniger elegante) Ungleichung, nam-
lich dass fir jedes 0 <e <1 und x > 2,

=) logpz Yy logpz Y log(x ™)

p<x xl-e<p<x xl-e<p<x
=(1- e)logx(r((x) - Tc(xlfe)) >(1- e)logx(r((x) —xlfe).

Nun nehmen wir an, dass (x) ~ x fur x — co. Dann folgt aus der ersten der vorangehenden
Schranken, dass
n(x) Z M}
logx

also folgt

liminfn(x)/( ad )z 1.

X—00 logx

Andererseits folgt aus der zweiten Schranke, dass

1 . Ilb(x) 1-€

1t(x) <

und das impliziert, dass limsup,_, n(x)/( = ) < L +limsup, , 8% = ﬁ Da € eine belie-

bige Zahl aus (0, 1) war, folgt, dass

~_ <1
logx)

Kombiniert man nun die Aussagen uber lim inf und lim sup , dann folgt, dass 7(x) ~ x/log x.

limsup n(x)/(

X—00

x
logx

kehrter Richtung an. Dann haben wir

Wir nehmen nun an, dass m(x) ~ und wenden die Ungleichungen von vorhin in umge-

P(x) <logx-m(x),

also
limsup ¢(x)/x < 1.

X—00
Andererseits impliziert
(x) > (1 - €)logx(m(x) —x' 7€),

dass

liminf¢(x)/x > lim (1 —6)(1 - logx) =1-e.

X—00 X—00 x€

¥(x)

= =1 Kombiniert man wieder die Er-

Plx) _
=1

Da wieder € € (0,1) beliebig war, folgt liminf,

kenntnisse zu lim inf und lim sup, dann erhalt man lim,_, — wie behauptet. O
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Lemma 12. Fiir Re(s) > 1 gilt

RACUNE. s
0 _;A(n)n .

Beweis. Mit Hilfe der Eulerschen Produktformel und der logarithmischen Ableitung (welche
als Operation angewandt auf unendliche Produkte holomorpher Funktionen, welche gleich-
maflig auf kompakten Teilmengen konvergieren, erwartungsgemaf arbeitet) erhalten wir

1-p—s
:Zlogp(p‘s+p_2s+p‘35+...): Z Zlogp-p‘ks
p

p prime k=1
oo
ZA(n)n_s.
n=1

) Z%(l -p”) _ylogp-p™
Cs) &= 1-p=

Lemma 13. Es gibt eine Konstante C > 0, so dass (x) < Cx fiir alle x > 1.

Beweis. Die Beweisidee ist, dass der Binomialkoeffizient (zn”) einerseits nicht zu grof3, aber
andererseits durch viele Primzahlen teilbar ist, (alle Primzahlen zwischen n und 2n) — also
folgt, dass es nicht allzu viele Primzahlen sein konnen, und insbesondere kann die gewich-
tete Primzahl-Zahlfunktion i(x) mit Hilfe einer solchen Argumentation leicht nach oben be-
schrankt werden. Speziell haben wir

22”=(1+1)2”=i(zkn)>(2nn)2 ]_[ p:exp[ Z logp]
k=0

n<p<2n n<p<2n

=exp(p2m-p(n- ) logp)

n<pk<2n, k>1
> exp (4)(271) - (n)— O(\/ﬁlog2 n)).

(Die Abschitzung O(y/nlog?n) fiir die Summe von logp Primzahlpotenzen grofer als 1 ist
einfach und wird als Ubung empfohlen.) Nimmt man auf beiden Seiten den Logarithmus,

dann erhdlt man die Schranke
¥(2n) —P(n) < 2nlog2 + CyVnlogn < Cyn.
Sie ist giiltig fuir alle n > 1 mit einer Konstanten C, > 0. Es folgt, dass
P(2") = (P(2") - p(2")
PR =P 4+ (21 - 9(27)

<Cy(2™ 4. 429 < Com,

Die Ungleichung 1(x) < C,x ist also erfiillt fiir x = 2. Nun sieht man leicht, dass dies die
Aussage fur alle x impliziert, da fur x = 2" + { mit 0 < € < 2" gilt

P(x) = P(2" +0) < P(2"™H) < C,2M 1 < 2C,2™ < 2C)x.
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Abbildung 6: Kurven C, C,, C_and C’.

Satz 37 (Newman’s Tauber-Satz). Sei f : [0, 00) — R eine beschrinkte Funktion, die auf kompakten
Intervallen integrierbar ist. Definiere eine Funktion g(z) einer komplexen Variablen z durch

se)= [ foe

(g ist bekannt als Laplace-Transformation von f). Natiirlich ist g(z) definiert und holomorph in
der offenen Halbebene Re(z) > 0. Wir nehmen an, dass g(z) eine analytische Fortsetzung hat auf ein
offenes Gebiet (), welches die abgeschlossene Halbebene Re(z) > 0 enthdlt. Dann existiert Jooo f(t)dt
und ist gleich g(0) (dem Wert an z = 0 der analytischen Fortsetzung von g).

Beweis. Wir definieren eine ,,abgeschnittene (truncated)” Version des Integrals, das g(z) defi-

niert, namlich ;
gr(a)= | rear
0

fur T > 0. Diese ist fur jedes T eine ganze Funktion von z. Wir haben das Ziel zu zeigen, dass
lim7_,., g7(0) = g(0). Das erreichen wir durch eine schlaue Anwendung der Cauchyschen In-
tegralformel. Fixiere ein grofies R > 0 und ein kleines 6 > 0 (das von R abhéngt auf eine Art,
die wir gleich erklaren). Nun betrachten wir die Kurve C, welche besteht aus dem Teil des
Kreises |z| = R, der in der Halbebene Re(z) > —dliegt, zusammen mit dem Geradensegment
Re(z) = -9, das die oberen und unteren Schnittpunkte dieses Kreises mit der Geraden verbin-
det (siehe Fig. 6(a)). Sei nun 0 so klein, dass g(z) (das analytisch mindestens etwas nach rechts
von Re(z) = 0 fortsetzbar ist) holomorph ist in einer offenen Menge, die C enthalt und die von
C eingeschlossene Menge. Dann gilt nach Cauchy’s Integralformel
2
£(0)-gr(0)= 5 L(g(z) —gT<z>>e“(1 + %) i

T 2w

. 2 2\d
ZE(J;fL)(g(Z)—gT(Z))eT (1+%)7Z

wobei wir die Kurve in zwei Teile spalten, einen Halbkreis-Bogen C,, der in der Halbebene
Re(z) > 0 liegt, und in den verbleibenden Teil C_ in der Halbebene Re(z) < 0 (Abb. 6(b)). Nun
suchen wir Integralabschatzungen separat fiir C, und fir C_. Als erstes haben wir fur z auf C,

00 00 —Re(z)T
[ rwe=ar < [ Ceman =2,
T T Re(z)

z

|8(2) - gr(2)l =
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wobei B = sup,.|f(¢)], und

_ Re(@T 2Re(z)
R

2
Tz Z
e (1+ﬁ)

(aufgrund der trivialen Identitat |1 + e*|? = |eff(et + €'*)|? = 2cos(t), die fir t € R gilt). Wir
kombinieren und finden

2B B

2nR2 R

< (mR)

271 z

1 . 2\d
—L+<g<z>—gT<z>>eT (1 +%)—Z

Nun zu C_: Wir finden Schranken fiir das Integral, indem wir die Beitrage von g(z) und
gr(z) separat abschatzen. Im Falle von gr(z)ist die Funktion ganz, wir konnen also die Kur-
ve deformieren, insbesondere sie ersetzen durch den Halbkreis-Bogen C! = {|z| = R,Re(z) < 0}
(Abb. 6(c)). Auf dieser Randkurve haben wir

T
J f(t)e ? dt
0

Mit eine r ahnlichen Rechnung wie vorangehend kommen wir damit zur Abschitzung

T —Re(z)T
B
lgr(2)| = SBJ e dt = 25—

oo |Re(z)|

1

Tz 22
- 1 R

|dz| B
<
lzl ~ R

Das verbleibende Integral
1 (

27 Jc

ldz|
]

g(z)eTZ (1 + ;—22)

geht gegen 0 fiir T — oo, da die Abhéngigkeit von T nur im Faktor e’ besteht, der fiir T — oo

auf kompakten Teilmengen von Re(z) < 0 gleichmaflig gegen 0 konvergiert.

Kombinieren wir nun unsere bisherigen Abschdtzungen, dann haben wir gezeigt, dass
. 2B
limsup|g(0) - gr (0)] < .
T—oo
Da R eine beliebige positive Zahl war, muss lim sup gleich 0 sein. Damit ist der Satz bewiesen.
O

Betrachte nun eine sehr spezielle Anwendung von Newman’s Satz: Nimm als f(¢) die Funktion

f(t)=p(eh)e " -1 (t>0).

Diese Funktion ist nach dem vorangehend bewiesenen Lemma beschrankt. Die zugeordnete
Funktion g(z) ist dann

0= [Cwtee - netar= [T(H 1o

X

e 1 0 1

= (x)x*2dx-= = f An) [x™#2dx -~

J; v z ) HZS}C« z
C 0 1 x =T

= A —z-2 - = A -

; (n)(J; X dx) z ; (n) -z-1| z
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Wir erinnern uns, dass —C’(s)/C(s) einen einfachen Pol hat an s = 1 mit Residuum 1 (da {(s)
einen einfachen Pol hat an s = 1; niuitzlich ist, sich zu erinnern an die allgemeinere Tatsache,
dass fur eine holomorphe Funktion h(z) mit einer Nullstelle der Ordnung k an z = z, die
logarithmische Ableitung h’(z)/h(z) einen einfachen Pol hat an z = zy mit Residuum k). Also

hat —% . ZE’;’((ZZ_:)) einen einfachen Pol mit Residuum 1 an z = 0 und deshalb hat ——-- - Clexl) 1

eine hebbare Singularitat an z = 0. Also folgt aus der Identitat g(z) = - - ==~ — =, dass g(z)
analytisch fortsetzbar ist zu einer holomorphen Funktion auf der Menge

{zeC: C(z+1) =0}

Aufgrund von Riemann’s ,Spielzeug-Hypothese” — in der wir bewiesen haben, dass C(s) keine
Nullstellen auf der Geraden Re(s) = 1 hat, lasst sich g(z) insbesondere fortsetzen auf eine offene
Menge, welche die Halbebene Re(z) > 0 enthalt. Also erfiillt f(t) die Annahmen von Newman’s
Satz. Aus dem Satz folgern wir, dass das Integral

) ~ ) oot ~ ) M_ @
L f(t)dt_J; ((eh)e 1)dt_£ ( ; )x
= J‘Oo IP(X)Z_X dx
1 X

Beweis. [Beweis des Primzahlsatzes] Wir werden beweisen, dass (x) ~ x. . Das ist - wie wir

konvergiert.

schon zeigten - dquivalent zum Primzahlsatz. Wir wollen einen Widerspruchsbeweis fithren
) 2 < 1. Im ersten Fall bedeu-

X X

tet das, dass eine Zahl A > 1 existiert, so dass (x) > Ax fiir beliebig grofSe x. Fiir solche Werte

und nehmen daher an, dass limsup,_, > 1 oder liminf, .,

von x folgt dann, dass

Ax Ax A

t)—t Ax—t A—t

(40 dtzf ad dt:f A dr=Aso.
t2 . t2 , t2

X
Das aber widerspricht der Tatsache, dass das Integral Loo(l,b(x) — x)x~2 dx konvergiert.
px)
X
grofie x. In diesem Fall haben wir dann, dass
X p(t)—t ¥ Ax—t La—t
v dtsj A dt:J At = B<o.
At At At

Auch das ist ein Widerspruch zur Konvergenz des Integrals. ]

Nun sei liminf,_,, < 1. Das bedeutet, dass p < 1 existiert, so dass 1(x) < ux fiir beliebig

17 Einfihrung in die asymptotische Analysis

In diesem Abschnitt wollen wir lernen, wie man Funktionentheorie nutzen kann, um asym-
ptotische Formeln zu beweisen, z.B.

n
n! ~ V27‘(n(g) (Stirling’s Formel), (2)
1 nV2n/3 :
n)~——e Hardy-Ramanujan Formel), 3
p(n) Van (Hardy J ) (3)
1 2
Ai(x) ~ ﬁx_l/‘l exp (_§x3/2) (Airy Funktion), (4)
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und so weiter. Im Mittelpunkt vieler solcher Abschidtzungen steht eine wichtige Technik, wel-
che bekannt ist als Sattelpunkt-Methode. Einge verwandte Techniken (sie sind alle kleinere
Varianten desselben Themas) sind die Laplace-Methode, die Methode des schnellsten Ab-
stiegs und die Methode der stationdren Phase.

17.1 Beispiel 1: Stirling’s Formel

In diesem Abschnitt wollen wir eine Version von Sterling’s Formel (2) fiir die Fakultats-Funktion
n! beweisen. Fangen wir scheinbar ziellos etwas spaflig damit an, uns zu fragen, was wir
ganz einfach iiber die GroRe von n! fiir groRe n sagen konnen.® Eine offenbar obere Schranke
ist n", denn n! < n". Fir eine untere Schranke gilt ahnlich Triviales wie zum Beispiel, dass
n! > (n/2)”/2, das ist aber weit weg von der oberen Schranke. Das konnen wir etwas besser,
indem wir beobachten, dass wir fiir jede reelle Zahl x > 0 die Ungleichungen

o0 xn
n! = n! -
n=0

haben, und das liefert sofort die untere Schranke
n!>e*x".

Es macht nun Sinn zu versuchen, die beste untere Schranke zu erhalten, indem man die x
sucht, fiir welche die Funktion der unteren Schranken maximal wird. Das ist der Fall fur

d
0=—(e"x")=¢e"* (—x” + nx”fl) = e x" Y (-x+n),

dx

d.h., fur x = n. Steckt man diesen Wert in die Ungleichung, dann ergibt das die untere Schranke
n! > (n/e)" (n>1).

Das ist natiirlich ein sehr einfaches Standardergebnis - es ist aber verbluffend, dass uns das
sehr nah zur ,,wahren“ asymptotischen Abschatzung von (2) fithrt. Das Entscheidende an die-
ser sehr einfachen Rechnung ist - wie wir sehen werden - dass am Wert x = n, der bei der
Maximierung herauskam, etwas sehr speziell ist. Interpretiert man das im Kontext ,Funk-
tionentheorie“, dann entspricht dieser Wert einem sogenannten ,Sattelpunkt”, da er ein lo-
kales Minimum von e*/x" ist, wenn man sich entlang der reellen Achse bewegt; er ist aber
ein lokales Maximum, wenn man sich dazu orthogonal bewegt entlang der imaginaren Achse.
Unser triviales Vorgehen hat als eine tieferen, viel machtigeren Kern enthillt.

Folgen wir nun dem machtigeren Zugang. Unser ,spielerisches“ Vorgehen basierte nur auf
reeller Analysis: Wir benutzten die Taylorentwicklung der Funktion x — e*; es stellt sich her-
aus, dass wir hier mit komplex analytischen Gedanken weiter kommen. Wir beginnen mit der
Potenzreihenentwicklung

3Eine allgemeine Regel fiir das Losen von Problemen ist oft, das Problemldsen damit zu beginnen,
einfache Dinge zur Problemstellung zu sagen, bevor man das Problem mit fortgeschritteneren Metho-
den angeht. Das befliigelt die Intuition und manchmal sieht man, dass die einfachen Techniken schon
das Problem l6sen.
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Aus dem Studium des Cauchyschen Integralsatzes und des Residuensatzes wissen wir sehr ge-
nau, dass der n-te Taylorkoeffizient durch Randkurven-Integration aus der Funktion gezogen
werden kann, d.h. wir konnen schreiben

1 1 e*

— = - dz,
n!  2mi

Id:r2n+l

wobei der Radius r des als Randkurve gewdhlten Kreises eine beliebige gewahlte Zahl ist. Es
stellt sich heraus, dass einige Werte von r besser sind als andere, wenn man eine asymptoti-
sche Naherung versucht. Wir wahlen r = n (Ich werde spadter erkldren, woher diese offenbar
yinspirierte“ Wahl kommt) und erhalten

1 1 e* 1 r i\ —n —int -
Zn+1dz: %I exp(ne”)n "eTtMidt
|z|l=n -7

1 n ;
= 27111”J_ exp(n(elt—it)) dt
TC

it 1 .

J:nexp(n(e 1 zt))dt,

n
wobei wir den Integranden , strategisch massiert” haben (indem wir den Faktor e” herausgezo-

n! 2w

e

T 2mnh

gen haben), um einen Term in der Taylorentwicklung von ¢! entfernen zu konnen, zusitzlich
zu einem Term, der schon weggefallen ist. Aus praktischen Griinden schreiben wir das anders
und zwar als
1 (7 it_1-it))d
= — exp|\n(e” —1—1f))at.
e"n!  2m J_, p( ( ))

Nun betrachten wir

t? W o )

n(e”— 1 —it) =——+0(nt’) =
2 2 N

fur kleine |¢t| und sehen, dass ein Variablenwechsel u = y/nt im Integral uns in die Lage verset-
zen wird, das wieder anders zu schreiben, namlich als

. 2 3
i/ _q M _ U u-
n(e 1 \/ﬁ)_ > +O(\/ﬁ)'

Fiihren wir den Variablenwechsel durch und fithren wir einen Faktor v/n auf der linken Seite
ein, dann wird das Integral zu

n nn _ .
\/fn _ L exp(n(e“‘/‘m—l—ﬂ))du.
e"n! 21 J)_nm \n

fir fixes u und n — o0), es ist also sinnvoll

Der Integrand konvergiert punktweise gegen e/ (

anzunehmen, dass das Integral gegen f:o e 2 dy = \2m konvergieren wird, und das wiirde

Vnn" 1
e"n! 2

zur Formel

fuhren. ;
n!'~ V2nn (g) ,

Das ist genau Stirling’s Formel. Bedenke aber, dass die O(u2®/+/n) Abschitzung gilt, wenn t =

u/+/n in einer Umgebung von 0 liegt, und da u in Wirklichkeit in [-7t\/n, t\/n] liegt, mussen
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wir bei der Herleitung einer asymptotischen Formel sorgfaltiger sein. Dazu macht es Sinn, das
Integral in zwei Teile zu spalten.Es bezeichne M = n'/10 und es sei

rvn
I= exp(n(el”/\r 1- ))du—11+12;
J-nvi n
M i
I = exp|n|e™ 1- = ))d”’
! J-M p( ( \/E
r
I, = exp( (lu/w 1——))du-
2 J[-nnm\n)\[-M,M] \/E

Wir schatzen nun I; und I, getrennt ab. Fiir I; haben wir

~M 2 3

u u
I = ex ——+O —_— du
Y p( 2 (\F))

~M , 1/{3
= e /zexp(O(—))du
\n

J-M n

(M (1+O( u’ )) 24, = (1+0(n 1/5))jM 24,
Vn M

oo [ 2 [
(0w )x-olont )

L

L

Fiir I, haben wir

~rNn
|| <2 exp(n(e”‘/\f 1-— iu )) du
Jm Vn
~rVn '
=2 exp(nRe(e”’/\/ﬁ—l)) du
JM

- 2J:\:Wexp [n(cos(%) - 1)] du

Nun benutzen wir die elementare Tatsache, dass cos(t) < 1 —t/8 fiir x € [-m, 7] (siche Abb. 7)
um weiter herzuleiten, dass

n\n
|| < 2j exp(_uz/g) du < 2nx/ﬁexp(—n1/5) — o(nV5),
M

Kombiniert man diese Zwischenergebnisse, dann haben wir folgende Version von Stirling’s
Formel mit einer tatsachlichen (allerdings suboptimalen) Grof3e bewiesen:

Satz 38 (Stirling’s Approximation fur n!). Die asymptotische Beziehung

nl = (1 + O(n‘l/S)) 27'(71(%)”

gilt fiir n — oco.
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Abbildung 7: Illustration der Ungleichung cos(t) <1 —t%/8.

17.2 Beispiel 2: Der zentrale Binomialkoeffizient

Es sei a, = (zn”) - Ei’f))z'

finden, nutzt die Stirling’sche Formel. Das ergibt leicht, dass

2n 4"
( n):(lﬂ)(l))\/ﬁ'

(Beachte, dass das nicht allzu weit entfernt ist von der trivialen oberen Schranke (2:) <(1+
1)?" = 22") Es ist lehrreich dieses Ergebnis nochmals mit der Sattelpunkt-Methode herzulei-
ten. Wir starten mit der Entwicklung

. Der ubliche Weg, eine asmyptotische Darstellung fiir a,, fur n — oo zu

Aus ihr folgt die Kurvenintegral-Darstellung

2n 1 98 (1+z)*"
=— ———dz.
n| 2mi Jyo, 2z

Mit derselben trivialen Methode der Herleitung oberer Schranken, die wir im Falle der Taylor-
koeffizienten 1/n! der Funktion e? benutzten , haben wir fiir jedes x > 0

(2:) < (1+x)*"/x" = exp (log(1 + x) — nlog x).

Wir optimieren tiber x, indem wir den Ausdruck log(1 + x) — nlog x innerhalb des Exponenten
differenzieren und setzen die Ableitung gleich 0. Das ergibt x = 1 — da liegt der Sattelpunkt.
Fur diesen Wert von x, gewinnen wir wieder die triviale Ungleichung (2n”) <22,

Da wir nun den Sattelpunkt kennen, setzen wir als nachstes r = 1 in der Kurvenintegral-
Formel und erhalten

2n :L (1+2)2ndz:Ljn(l—i—eit)z”e_i"tdt
nl| 2mi Jyo, 2 2 ),

1 TC
C2n ),

exp(n(Zlog(l +el) - t) )dt.
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Beachte nun, dass der Ausdruck im Exponenten folgende Taylorentwicklung hat:
; 1
n(2log(1 +e'')—t) = 2log2 — Znt2 +0(ntY)  ast—0.

Wieder sehen wir, dass der Variablenwechsel u = t/4/n in einen asymptotisch skalenfreien
Zustand bringt. Praziser haben wir

am\ 1 (" 1, A
(n)_EJ‘ exp[n(2log2—znt + O(nt ))]dt

-
41 /4 1 4

= exp(——u2+O(u—)) du.
2r\n J_x 4 n

Es ist nun naheliegend, zu erraten, dass im Grenzwert fiir # — oo sich die punktweise Konver-

genz der Integranden in einen Grenzwert der Integrale tibersetzt, so dass wir die Approxima-
tion

2n 4n 5 4" 4"
= j ey = 2Vn = ,
nl 2n\nJ_ o 21t\n \mn
erhalten — wie gefordert. Das stimmt tatsachlich, aber wir mussen das noch prazisieren, indem
wir das Integral in zwei Teile zerlegen, einen ,zentralen” Teil, in dem gezeigt werden kann,

dass der O(u*/n)-Fehlerterm klein ist, und einen davon getrennten Teil, der mit einer Schranke
abzuschatzen ist.

Ubung 17. Vervollstindigen Sie diese Analyse und geben Sie einen genauen Beweis mit Hilfe
der asymptotischen Formel(zn”) =(1+0(1))4"/\mn.

Ubung 18. Wiederholen Sie diese Analyse fiir die Polge (b,)®, zentraler ,Trinomialkoeffizi-
enten“, wobei b,, als der Koeffizient von x" definiert ist in der Entwicklung (1 + x + x?)". Diese
Definition fithrt unmittelbar zur Kurvenintegral-Darstellung
1 (1+z+2%)"

"Comi Jye,
Ahnlich wie ihre berithmteren Verwandten, die Binomialkoeffizienten, sind diese Koeffizien-
ten wichtig in der Kombinatorik und in der Wahrscheinlichkeitststheorie. Speziell entsprechen
a, and b, der Anzahl der Zufallswege Z, die bei 0 starten und enden und n Schritte haben.
Im Falle der zentralen Binomialkoeffizienten sind die erlaubten Schritte gleich —1 oder +1. Im
Falle der zentralen Trinomialkoeffizienten sind die erlaubten Schritte gleich —1, 0 oder 1; siehe
Abb. 8.
Zeigen Sie mit Hilfe einer Sattelpunkt-Analyse, dass das asymptotische Verhalten von b,, fur
n — oo gegeben ist durch

V33"

b, ~
SN T

17.3 Eine konzeptuelle Erklarung

In beiden Beispielen zur Stirling-Formel und dem zentralen Binomialkoeffizienten trafen wir
»ad hoc“-Entscheidungen zur Behandlung der Integrale, namlich zur Wahl des Radius r der
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(b)

Abbildung 8: Illustration (mit n = 40) der Zufallswege, aufgezahlt nach (a) den zen-
tralen Binomialkoeffizienten und (b) den zentralen Trinomialkoeffizienten.

Integrationskurve, zur Wahl des Variablenwechsels usw. . Nun wollen wir systematischer vor-
gehen und sehen, ob man diese Ideen verallgemeinern kann. Beachte, dass die Grof3en, die wir
abzuschitzen suchen, eine besondere Form hatten, in der eine Funktion g(z) oder Zahlenfolge
in der Form

a(n) ! e 5 da ! e ( n(g(z) +lo z))dz
= — _ = — X — -
270 Jig=r 2"z 27 Jgy P g 897
1 n i
- e—ng(re”)r—ne—intdt
21t J_,
L (—n( (re'") + it 1o r))dt
"o, P 4 g

darstellbar waren.

(Manchmal konnte g(z) allerdings als g,(z) auftreten, also als eine von n abhdngige Funktio-
nenfolge.) Die Schlusselidee der Methode ist die Wahl des Kurvenradius r zur Losung der

Gleichung
% (g(z) +logz) = g'(z) + % =0.

Diese Wahl bewirkt, dass der Term 1-er Ordnung in der Taylorenwicklung von g(z) + logz
um z = r verschwindet. Ubrig bleibt dann ein konstanter Term, der aus dem Integral ,gezo-
gen“ werden kann; ein Term 2-ter Ordnung , der (in den giinstigen Umstanden, in denen die-
se Methode tatsachlich funktioniert) dafur verantwortlich ist, dass der Integrand durch eine
Gauss’sche Dichte-Funktion ¢7#/2 nahe z = r gut approximiert werden kann, und schliefdlich
Terme niedrigerer Ordnung, von denen man zeigen kann, dass sie asymptotisch vernachlas-

sigbar sind.

Plottet man den Graphen von [g(z)+1/z|, dann findet man geometrisch, dass an z = r ein Sattel-
punkt auftritt, und das ist der Ursprung des Terms ,Sattelpunktmethode”. Dieses Phanomen
wird illustriert mit vielen schonen Beispielen und Graphiken in den Folien zur Vorlesung (6],
welche von Flajolet und Sedgewick als Online-Ressource bereitgestellt werden - als Begleit-
material ihres exzellenten Lehrbuchs ,Analytic Combinatorics“ [5].

Ubung 19. Es ist lehrreich, ein Beispiel zu sehen, in dem die Sattelpunkt-Analyse fehlschligt,
sofern sie gedankenlos angewendet wird, d.h. ohne zu prifen, ob das Integral, von dem ubli-
cherweise angenommen wird, dass sein Beitrag vernachlassigbar ist, sich tatsachlich so verhalt.
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Ein einfaches Beispiel fur potentielles Fehlverhalten ist die Funktion

(s} 2n (o]
_ 2 Z_ _ n
flz)=e _z - _anz .
n=0 n=0
Die Taylorkoeffizienten sind
1
b n even,
0=
0 sonst.

Natiirlich muss sich jede Analyse, asymptotisch oder nicht, darum kiimmern, dass sich die b,
anders verhalten fiir gerade bzw. ungerade Indizes n. Versuche mit der von uns entwickelten
Methode eine asymptotische Entwicklung fur die b,, herzuleiten! Die Methode versagt, aber
das Fehlverhalten is tleicht korrigierbar, indem man sich uberlegt, dass tatsachlich mehrere
(hier zwei) Sattelpunkte vorliegen, von denen jeder zum Integral beitragt und zwar so, dass
fir ungerade n sich die Beitrage gegenseitig ausloschen und fir gerade sich gegenseitig ver-
starken. Das zeigt, dass ,Perioden” ein ublicher Grund fiir das Versagen sind - man muss sie
bei asymptotischen Analysen berticksichtigen.

Ubung 20. Ein weiteres amiisantes Beispiel liefert die Anwendung der Sattelpunktmethode
auf die Funktion f(z) = 1/(1 —z) = } ;2 ,d,2z", fir welche die Taylorkoeffizienten d, = 1 alle
gleich 1 sind. Konnen Sie eine asymptotische Formel fir die konstante Funktion 1 herleiten?

17.4 Beispiel 3: Stirling’s Formel fur die Gamma-Funktion.

Unser nédchstes Ziel ist der Beweis einer schédrferen Form von Stirling’s Formel, welche ei-
ne asymptotische Formel fiir I'(t) ergibt, der Fortsetzung der Fakultdts-Funktion fur nicht-
ganzzahlige Argumente. Speziell werden wir beweisen:

Satz 39 (Stirling’s Approximation von I'(t)). Fiir reell-wertige Argumente t gentigt fiir die Gamma-
Funktion die asymptotische Formel

I(t) = (1 + O(t-l/S)) 27” (é)t (t = o0).

Beweis. Wir benutzen die sogenannte Laplace-Methode, das ist eine Variante der Sattelpunkt-
Methode, adaptiert an die Abschitzung reeller Integrale anstelle von Kurvenintegralen um
Kreise.Wir beginnen mit dem Integral

['(t)= J- e xldx
0
Wir wechseln die Variable x = tu im Integral und erhalten, dass
F(t) — ttf e—tuut—l du = tte—tf e—tu+tut—1 du
0 0

=tle™ on ety dy = et JW o (E)tl(t).
0

0 u



72 17 EINFUHRUNG IN DIE ASYMPTOTISCHE ANALYSIS

Abbildung 9: Die Funktion ®(u) =u -1 —-logu.

Da definieren wir

P(u)=u—-1-logu,
I(t) = Jooe_tq)(”)d_u'
0

u

(Beachte wiederum, dass wir das Integral behandelten, damit die Taylor-Entwicklung von
—logu um u =1 bis zur ersten Ordnung verschwindet.) Wir haben vor zu zeigen, dass

2
I(f) = /T” L0710 ast— oo

Wie zuvor werden wir dazu das Integral aufspalten in einen Hauptterm und Fehlerterme. Die
Idee ist, dass fur grofes ¢, der Grofiteil des Beitrags zum Integral aus einem Gebiet kommt,
das sehr nah beim Punkt liegt, an dem contribution to the integral comes from a region very
near the point where @(u) sein Minimum annimmt. Mit Hilfe von Differentiation tiberpriift
man leicht, dass dieses Minimum u = 1 auftritt. Daher haben wir

d(1)=0, D'(1)=0, D”’(1)=1,
and ®(u) > 0 for all u > 0. Siehe Abb. 9. Es bezeichne

. ~1/2 e—t(D(u)d_u’
Jo u

L= [ eowds
J1/2 u

Lo [ eowmds
J2 u

so that I(t) = I; + I, + I3. Der Hauptbeitrag kommt von I,, dem Teil des Integrals, der den kriti-
schen Punkt u = 1 enthilt. Daher wollen wir diesen Term zuerst untersuchen. Wir entwickeln
®(u) in eine Taylorreihe um u = 1 und erhalten
(u-1)?

2
fur u € [1/2,2] (tatsachlich kann die explizite Schranke |CD(u)— @| < (u—1)% auf diesem
Intervall leicht iiberprift werden). Wie zuvor notieren wir, dass

(u _21)2 +O((u - 1)3)] = %(\/f(u ~-1))%+ O(—(\E(li/; Dk )

D(u) = +0((u=1)%)

t
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Wir wissen, dass es an dieser Stelle natiirlich ist, einen linearen Variablenwechsel v = vt(u—1)
zu machen, um den Integranden in eine skalenfreie zentrierte Form zu bringen. Das fithrt zu

L= \ffzweXp( tq)( \/_))l-le/\/_

oot ool

Wie vorangehend, mussen wir dieses Integral in zwei Integrale zerlegen, um die Tatsache zu

beriicksichtigen, dass sich der O(v3/+/t)-Term aufblihen kann, wenn v hinreichend grof wird.
Sei M = t'/1%, Wir bezeichnen

I wf exp[-0(1e )

1 v 1
el exp[rofrs ) L
LV vy P Vi 1+v/\/_

so dass I, = J; +],. Fur J; haben wir

e
M 2 1}3 v
= Lol ol e
- % (1+ o(r“ﬂ)f_i e 2dv = \/g (1+0(t73)).

Beim letzten Schritt benutzen wir eine dhnliche Abschatzung wie in unserem Beweis von Stir-

ling’s Approximation von n!. Dann benutzen wir fiir J, die elementare Ungleichung (Beweis
als Ubung empfohlen!)

(0<u<l),

und die offensichtlichere Tatsache, dass 1/(1 +v/Vt) <2 fiirv € [—%\/?, Vt]. Damit erhalten wir
wie in unserem fritheren Beweis

< — eV dy < — j e 2 dy
t Ji-LviviN-MM] Vi

=0(e™) = %O(t_l/S).

Mit all diesen Zwischenergebnissen haben wir in Summe gezeigt, dass
27
e

Nun suchen wir eine Schranke fiir I;. Hier benutzen wir eine andere Methode, da es einen an-

L=(1+0(t""))

deren Grund fur Arger nahe dem linken Ende u = 0 des Integrationsintervalls gibt. Betrachten
wir zundchst ein eingeschranktes Integral tber [e,1/2] und fithren eine partielle Integration
durch, dann erhalten wir

J1/2e_tcp(u)d_u:_lJ-l/2 d (e_tq:’( ))
¢ u t ). du

q)
_ u=1/2
l td(u ~ l —th
t| u-— t 1)2'

d
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Der Grenzubergang ¢ — 0 (beachte, dass (&) — +oo bei diesem Grenzwert) ergibt die Formel

1/2
I, = ze—ttb(l/Z) _ lf e—@(u)d—u = O(l) ast — oo.
t t Jo (u—1)>? t

Am Ende uberlasse ich es Ihnen als Ubung, zu einer dhnlichen Abschitzung I3 = O(1/t) fur
das ubrig gebliebene Intervall [2,00) zu kommen. Die Kombination der verschiedenen Ab-

I(t)=L + L+ I3 =(1+0(7%))4 /27”.

Siehe auch die Analyse in Anhang A von [11]. Die dortige detailliertere Analyse zeigt, dass die

schatzungen fithrt nun zu

O

asymptotische Formel, die wir fur I'(t) bewiesen, fur komplexe t gultig bleibt. Speziell wird
gezeigt, dass fur komplexe s in dem ,,Pac-Man“-formigen Gebiet gilt

Ss={z€C: |argz| > 1 -0}
(fir jedes fixe 0 < 0 < m) erfullt die Gamma-Funktion die Gleichung
I'(s)= (1 + O(|s|_1/2))\/2nss—1/2e_s as |s| = oo, s € S;.

Hier ist s°~/2 definiert als exp((s—1/2)Logs), wobei Log wie iiblich den Hauptzweig des Loga-
rithmus bezeichnet. Diese Art der Approximation ist wichtig in gewissen Anwendungen der

Funktionentheorie, z.B. in der analytischen Zahlentheorie.
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Probleme

1. Im Folgenden finden Sie eine Liste grundlegender Formeln aus der Funktionentheorie,

die Sie im Schlaf beherrschen sollten. Schauen Sie jede an, versichern Sie sich, dass Sie

die Formel verstehen und warum sie zutrifft. Falls es sich um eine Definition handelt:

Verstehen Sie, was definiert wird und warum die Definition sinnvoll ist? Falls es sich um

einen Satz handelt: Konnen Sie ihn beweisen?

In den folgenden Formeln bezeichnen a,b,c,d, t, x,y beliebige reelle Zahlen; w, z bezeich-

nen beliebige komplexe Zahlen.

a. (a+bi)(c+di)
= (ac—bd)+ (ad + bc)i

h. |z =2z
1z
z |2

1 x-iy
x+iy  x2+7y?

j-

k. wz=w-z

°

Qv

=

lwz| = |w]-|2|

ol = tal| < o+ 21 < o+ 1

Y = e¥(cos(y) + i sin(p))

|ezl — eRe(z)
|e?| < el

e't = cos(t) +isin(t)

left| = 1
eit +e—it
cos(t) = ————
2
eit e—it
sin(t) = -
() 5
e =1
eini/Z = 4+
eZTLi -1

2. Erinnern Sie sich an folgende Definitionen der Funktionentheorie? (insbesondere in

Remmert, Funktionentheorie I oder Janich, Einfithrung in die Funktionentheorie) oder

- falls erforderlich - in online-Ressourcen). Denken Sie dariiber nach, bevor Sie diese

nachschauen!

a. Realteil

b. Imaginarteil

c. komplex konjugiert

d. Betrag (einer komplexen Zahl)
e. Argument

f. offene Menge (in C)

g. abgeschlossene Menge

h. zusammenhandende Menge

i. beschrankte Menge

q. differenzierbare

. kompakte Menge
. Gebiet

. konvergente Folge

Cauchy-Folge

. Grenzwert

Haufungspunkt

p. stetige Funktion

Funktion
komplexen Variablen)

holomorphe Funktion

(einer
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s. analytische Funktion u. meromorphe Funktion

v. harmonische Funktion (zweier Varia-

t. ganze Funktion blen)

3. Bestimme fur die folgenden Funktionen die Menge der z, fiir die sie analytisch sind:

a. flz)=z d. f(z)=l2P
b. f(z) =Re(z) e. f(z)=2
c. f(z)=17 f. f(z)=1/z

4. Bestimme fur jede der folgenden Funktionen u(x,y), ob es eine Funktion v(x,v) gibt, so
dass f(x+iy) = u(x,v) +iv(x,y) eine ganze Funktion ist. Falls ja, bestimmen Sie diese
und versuchen Sie , eine Formel fiir f(z) zu finden, und zwar in z - nicht mit Real- und

Imaginarteil. (Hinweis:f)
a. u(x,y)=x>-yp? c. u(x,y)=x*-6x2p?+3x+p*-2
b. u(x,y)=1y3 d. u(x,y)=cosxcoshy

5. Skizzieren Sie (ungefahr, so genau Sie konnen) das Bild in der w-Ebene der folgenden
Figur in der z-Ebene

-3 -2 -1 1 2 3

2}

unter jeder der folgenden Abbildungen w = f(z):

a. w:%z d w=(2+i)z-3
b. w=iz e. w=1/z
c. w=2z f. w=2z2-1

4
PUIS JUUBUIQ STI0AYIUSIUOIR[UN] ISP USIIIUOLJ YOBU IYD[oM “USZUNYDISL) djuueyaq 31§ Udzinuag
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6. Beweisen Sie, dass die komplexen Zahlen a,b,c genau dann die Scheitel eines gleichsei-
tigen Dreiecks sind, wenn a? + b? + ¢? = ab + ac + bc.

7. Ilustrieren Sie die Behauptung auf Seite ?? bezuglich der Orthogonalitat der Niveaulini-
en des Realteils und Imaginarteils analytischer Funktionen, indem Sie die Niveaulinien
von Re(f) und Im(f) fiir f = z?, f = ¢? zeichnen (hidndisch nach Erarbeiten der relevan-
ten Gleichungen oder mit Computer).

8. Eine unmittelbare Folgerung aus dem Fundamentalsatz der Algebra (zusammen mit fol-
gender Standardeigenschaft von Polynomen: c ist eine Nullstelle von p(z) genau dann,
wenn p(z) durch den Linearfaktor z — c teilbar ist) ist, dass jedes komplexe Polynom

p(z) = a,z" +a, 12" +... +ag,

(wobei ay,...,a, € C und a, # 0), faktorisiert werden kann als

n

pz)=a,| |(z-20)
k=1
mit gewissen zy,...,z, € C (das sind die Nullstellen von p(z), entsprechend Vielfachheit
gezahlt). Benutzen Sie das und beweisen Sie, dass jedes solche Polynom mit reellen Koef-

fizienten ay,...,a, eine Faktorzerlegung

p(2) = a,Q1(2)Q2(2)... Qu(2)

hat, wobei jedes Q(z) ein lineares oder quadratisches Monom ist (d.h., es hat die Form
z—c oder z? + bz + ¢) mit reellen Koeffizienten.

9. Esseip(z) = a,z"+a,_12"' +...+a, ein komplexes Polynom mit Grad n (d.h., ay,...,a, € C
und a, = 0), welches nach der vorangehenden Frage 1 faktorisiert werden kann als

n

pz)=a,| |(z-20)

k=1
wobei die Nullstellen zy,...,z, von p(z) gezahlt werden entsprechend ihren Vielfach-
heiten. Fiir n > 2 kann die Ableitung p’(z) in dhnlicher Weise faktorisiert werden mit

Faktorzerlegung

p'(2) = na, | |(z-wy)
k=1

wobei wy,...,w,_; die Nullstellen von p’(z) bezeichnen sollen. Beweisen Sie, dass wy, ..., w,_1
alle in der konvexen Hiille von zy,...,z, (siehe Bild 1 fir eine Illustration) liegen. Das

heif3t, dass jedes wy als konvexe Kombination
W =0121 +Qp2) +... + a2y,

dargestellt werden kann, wobei a4, ..., @, nicht negative Zahlen sind und Z]- a;=1.(Hin-
weis: Fur jedes k gibt es unterschiedliche Koeffizienten.)

Hinweis: Eine komplexe Zahl z ist eine Nullstelle von p’(z) und keine Nullstelle von p(z)
genau dann, wenn p’(z)/p(z) = 0. (Notiz: Der Ausdruck p’/p wird auch logarithmische
Ableitung von p genannt.) Finden Sie eine Methode, welche diese Gleichung illustriert.


https://de.wikipedia.org/wiki/Konvexe_H�lle

78 PROBLEME

Z3

Z2

Abbildung 10: Ein Beispiel fiur die Nullstellen eines komplexen Polynoms und seiner
Ableitung. Hier ist z1 =0, z, = 3 -1, 23 = 2+ 2i, z4 = % und w; = 0.375 + 0.5861,
wy =2.336-0.3351, w3 = 1.414 + 1.624i.

10. Cardano’s Methode zur Losung kubischer Gleichungen. Es sei p(z) = az3 + bz% + cz +d,
mit a,b,c,d € C, a # 0. Wir wollen die Gleichung p(z) = 0 l0sen, d.h. die Nullstellen des
kubischen Polynoms p(z) finden.

(a) Zeigen Sie, dass die Substitution w =z — % die Gleichung in die einfachere Form
w+pw+g=0 (5)

bringt, mit gewissen Werten fur p, q (finden Sie p, q!) als Funktionen von a,b, ¢, d.
(b) Zeigen Sie: Hat man eine Losung von (5) der Form w = u + v, dann kann die Glei-
chung (5) fiir w gelost werden, indem man ein Paar u,v komplexer Zahlen findet,
so dass die Gleichungen
p =-3uv, (6)
q=—(u’+v°) (7)
erfullt sind.

(c) Erklaren Sie, warum man, um das Gleichungspaar (6)—(7) zu losen, alternativ das

Gleichungssystem
3
p
£__ _RS,
77 S (8)
q=~(R+S), (9)

losen kann - wobei wir an dieser Selle zwei Unbekannte R, S einfiihren, welche
definiert sind durch R = u3, S = v3. Priziser formuliert: Jede Losung von (6)-(7)
kann man erhalten aus einer (hoffentlich einfacher bestimmbaren) Losung von (8)-

(9).
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(d) Erklaren Sie, warum das Losungsproblem fur (8)-(9) in den Unbekannten R,S
aquivalent ist zur Losung der quadratischen Gleichung

3

p
t2ygt— L = 1
+q 5 0 (10)

in einer (komplexen) Unbekannten t.

(e) Zeigen Sie mit Hilfe der vorangehenden Reduktionen, dass die drei Losungen der
vereinfachten kubischen Gleichung (5) ausgedriickt werden konnen als

wy=uU+v,
w2:Cu+Zv,

w3:zu+Cv,

wobei ¢ = ¢¥™/3 = %(—1 +iV3) (eine kubische Einheitswurzel) ist und u,v sind

geeignet gewdhlte kubische Wurzeln R, S, die man als Losungen zu (10) erhalt.

(f) Hlustrieren Sie die eben geschilderte Vorgehensweise anhand der Nullstellensuche
fur die kubische Gleichung

22 +622492+3=0.
Transformieren Sie die Formeln so, dass klar wird, dass die Nullstellen reell sind.

11. Es seiA:(a

] eine reelle 2 x 2 Matrix. Beweisen Sie das , Konformitats-Lemma“ von
c

Seite 9, welches die Aquivalenz der folgenden drei Bedingungen behauptet:

(a) A ist als lineare Abbildung orientierungserhaltend (d.h., detA > 0) und konform,

d.h.
(Awy, Awy) — (wy,w)

|Aw||Aw,| — wy|[w]

fiir alle w;, w, € R?. (Hier bezeichnet (w;,w,) das Standard-Skalarprodukt (Eukli-
disches Skalarprodukt) im R?, und |w| = (w,w)'/? ist die iibliche 2-dimensionale
Norm von Vektoren im IR?.)

(b) A hat die Gestalt A = ( ab b) fur gewisse a,b € R.
a

cosf® —sinf

(c) A hat die Form A =r fur gewisse r > 0 und 6 € R. (Geometrisch

sin@ cosO
heif3t das: A ist eine Rotation, gefolgt von einer Skalierung.)

12. Eine Funktion f = u + iv einer komplexen Variablen z = x + iy stellt man sich tradi-
tionell vor als eine Funktion der zwei Koordinaten x und y. Stellen wir uns jedoch die
Gleichungen

z=x+1Y, zZ=x-1y

vor als einen formalen Variablenwechsel von den ,reellen Koordinaten“ (x,y) zu , kom-
plex konjugierten Koordinaten“ (z,z), dann kann es sinnvoll sein, sich f als Funktion der
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13.

14.

zwei Variablen z und z (man tut so, also ob dies zwei unabhangige Variablen waren) vor-
zustellen. Dann haben wir die suggestiven Schreibweisen u = u(z,z) und v = v(z,z) und
betrachten Operationen wie z.B. das Bilden partieller Ableitungen von f,u,v beziiglich
zund z.

Zeigen Sie, dass - bei dieser etwas befremdlichen Sichtweise - die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen

u_av ou_ o
ox dy’ dy  ox
umgeschrieben werden konnen in das etwas prazisere Aquivalent
of
55 0.

Dabei nimmt man an, dass es in Ordnung geht, die Kettenregel der Analysis mehrerer

d
F=2

Veranderlicher anzuwenden ...

Es sei f : () — C eine in einem Gebiet () definierte Funktion mit der Eigenschaft, dass
sowhl die Funktion f(z) als auch zf(z) einen Realteil und einen Imaginarteil haben,
der jeweils harmonisch ist (d.h., dass sie die Laplace-Gleichung % + ‘(%l; = 0 erfullen).

Zeigen Sie, dass f(z) auf () holomorph ist.

Gleichmiflige Konvergenz auf kompakten Teilmengen Gegeben sei eine Folge von
Funktionen f, : Q — C, n > 1, definiert in einem Gebiet () C C. Wir sagen, dass f,
gleichmaflig auf kompakten Teilmengen gegen eine Grenzfunktion f : (O — C konver-
giert, wenn fur jede kompakte Teilmenge K C Q) f,(z) — f(z) fur n — oo gleichmafig fur
zeK.

(a) (Warm-up) Schreiben Sie dies praziser mit einer e-o Terminologie.

(b) Beweisen Sie: Sind die f,, holomorphe Funktionen, f, — f sei gleichmaflig konver-
gent auf kompakten Teilmengen, und f, — g konvergiere gleichmaflig auf kom-
pakten Teilmengen, und g sei stetig, dann ist f holomorph und f’ =g.

Hinweis: Sei z, € C. Beginne mit dem Beweis, dass fur z in einer hinreichend klei-
nen Umgebung von z, folgende zwei Gleichungen gelten:

£i(2) = fulzo) + j £(w)dw,

f(2) =f<zO>+f ¢(w)dw,

20
wobei das Integral iiber das Geradensegment geht, das z; mit z verbindet.

(c) Beweisen Sie: Eine Potenzreihe ) ;7 a,z" konvergiert gleichmafig auf kompakten
Teilmengen ihres Konvergenzkreises und die Funktion, die sie definiert, ist stetig.

Hinweis: Es gentigt (erkldren Sie warum!), die gleichmaflige Konvergenz auf jeder

abgeschlossenen Kreisscheibe der Form D, (0) mit 0 < r < R zu zeigen, wobei R der
Konvergenzradius der Potenzreihe ist.
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15.

16.

(d) Folgern Sie: Potenzreihen sind holomorphe Funktionen, welche termweise diffe-
renziert werden diirfen (dies haben wir in der Vorlesung schon direkter bewiesen;
das ist ein alternativer Beweis).

Bemerkung. Dieses Problem erfordert nur elementare Argumente. Aber mit Hilfe fort-
geschrittener Erkenntnisse werden wir als Folge des Cauchy’schen Integralsatzes bewei-
sen, dass in Teil b) die Annahme, dass die Folge der Ableitungen f, gegen eine Grenz-
funktion konvergiert, nicht gebraucht wird. Wenn eine Folge holomorpher Funktionen
auf kompakten Teilmengen gleichmafig konvergiert, dann ist ihre Grenzfunktion schon
holomorph und die Ableitung der Grenzfunktion ist die Grenzfunktion der Ableitun-
gen der Originalfunktion. Das ist iiberraschend und nicht trivial, denn man illustriert
anhand reeller Funktionenfolgen, dass das im reellen Fall nicht gilt. Z. B. konvergiert
die Funktionenfolge f,(x) = sinnx/n gleichmafliig gegen Null, die Folge der Ableitungen
f,, aber nicht!).

Cauchyscher Integralsatz und rotationsfreie Vektorfelder Wir erinnern uns aus der
Vektor-Analysis, dass ein ebenes Vektorfeld F = (P, Q), das auf einem Gebiet () C C =

IR? definiert ist, konservativ genannt wird, wenn es die Form F = Vg = (%,g—é’;) (der
Gradient von g) fir eine skalare Funktion g : ( — R hat. Nach dem Fundamentalsatz
der Analysis fir Linienintegrale haben wir fiir so ein Vektorfeld

96F-ds:O
14

tur jede geschlossene Kurve y. Erinnern Sie sich auch (wie man leicht feststellt) dass jedes
konservative Vektorfeld rotationsfrei ist, d.h., es erfullt

curlF=0

(wobei im Kontext 2-dimensionaler Vektorfelder der curl einfach gleich curl F = %—8 - g—l;)

ist. Die Umkehrung gilt bei geeigneten Voraussetzungen auch: Falls das Gebiet () ein-
fach zusammenhingend ist (ein Konzept, das wir spater in der Vorlesung diskutieren
werden), dann besagt ein Satz aus der Vektor-Analysis, dass ein rotationsfreies Vektor-
feld auch konservativ ist.

Benutzen Sie diese Hintergrundinformationen und zeigen Sie: Ist f = u + iv holomorph
in einem einfach zusammenhangenden Gebiet (), dann ist

éyf(z)dz:O

fur jede geschlossene Kurve y in (). (Das ist natiirlich der Integralsatz von Cauchy.)
Die Bernoulli-Zahlen. Definiere die Funktion

falls z= 0,

1 falls z = 0.
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(a) Uberzeugen Sie sich, dass f(z) in einer Umgebung von 0 analytisch ist. Wo sonst
ist es noch analytisch? Finden Sie den maximalen Konvergenzradius R, so dass f(z)
auf der Kreisscheibe Dy(0) analytisch ist.

(b) Ein grundlegender Satz aus der Funktionentheorie, den wir diskutieren werden,
ist, dass analytische Funktionen eine Potenzreihenentwicklung haben. Die Bernoulli-
Zahlen sind die Zahlen (B,);",, welche definiert werden durch die Potenzreihen-

entwicklung
(&)

Z%zﬂ = f(2)

n=0
Zum Beispiel sind die ersten drei Bernoulli-Zahlen By = 1, B; = -1/2, B, = 1/6.
Beweisen Sie fur die Bernoulli-Zahlen folgende Identitaten:

i. Bygy1 =0fiurk=1,2,... (aber nicht fiur k = 0).

Hinweis: Eine Funktion g(z) = ) 7, a,z" erfullt a; = a3 = a5 =... = 0 genau

dann, wenn g(z) = g(-z), d.h. g(z) ist eine gerade Funktion.
ii. (n+1)B, ==Y 20 ("t")B, (n>2).
iii. (2n+1)Byy ==Y 121 (53)BakBan-2k, (12 2).
Hinweis: Zeige, dass die Funktion g(z) = f(z) + z/2 die Gleichung
g(2)—2¢'(2) = g(2)* - 2%/4
erfullt.

. 2 AN C Bon _on
iv. ECOth(E)_;(Zrz)!z .

(c) Ein weiteres allgemeines Ergebnis ist, dass der Konvergenzradius einer Potenzreihe

einer analytischen Funktion um z = z; genau gleich dem Radius der maximalen
Kreisscheibe um z; ist, in der f analytisch ist. Mache diese Annahme und beweise,
dass

1/n

—|  =1/R

limsup "

n—oo

wobei R die in (a) gefundene Zahl ist. (Notiz: In einem spateren Problem 26 auf den
Seiten 87-89 werden wir eine viel genauere Abschidtzung herleiten fiir die asym-
ptotische Wachstumsrate der Bernoulli-Zahlen.)

17. Bessel-Funktionen Die Bessel-Funktionen sind eine Familie von Funktionen (J,,)

(o)
n=-—o0o

einer komplexen Variablen,welche definiert sind durch

o0 (_1)k 2k+n
Ju(2) = ;W(g) '

=0

(Beachten Sie, dass Jo(—2vx) = Y 22, %, was an die Exponentialfunktion erinnert und
eine ziemlich natiirliche Funktion furs Studium darstellt.) Finden Sie den Konvergenzra-

dius der Reihe fiir J,,(z), und beweisen Sie folgende Eigenschaften der Bessel-Funktionen:

i Jou(2) = (=1)"]u(2).
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18.

19.

2
ii. Rekurrenz-Relation: [, .1(z) = ;]n(z)—]n_l(z).

iii. Bessel’s Differentialgleichung: z°J(z) + zJ},(z) + (z* — n*)],,(z) = 0.

. : oo 1z
iv. Summation bzw. Zerlegung der Eins: ZE (E) Ju(z) =1.
n=0

v.” Weitere gemischte Identitaten (fiir Liebhaber solcher Dinge — Sie konnen das aus-
lassen, wenn Sie solche Rechnungen nicht interessieren):

ool £ e

n

cos(zsint) = Jo(z) + 2 ihn(z)cos&nt),

n=1

sin(zsint) = 2 Zh”“ (z)sin((2n + 1)t),
n=0

cos(zcost) = Jo(z)+2 i(—l)”]zn(z) cos(2nt),

n=1

sin(zcost) =2 i(—l)"}2n+1(z)sin((2n +1)t),

TC
J cos(zsint —nt) dt.
0

Hinweis zur letzten Gleichung: cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a) sin(b).

Bemerkung: Die Bessel-Funktionen sind sehr wichtige Funktionen in der mathe-
matischen Physik und treten naturgemafS auf in Verbindung mit einigen Proble-
men in der Diffusion, der Warmeleitung, Elektrodynamik, Quantenmechanik, Brown-
schen Bewegung, Wahrscheinlichkeit ... und mehr. Neuerdings spielen Sie eine gro-
Bere Rolle in der Kombinatorik im Kontext ldngster wachsender Teilfolgen (dar-
iiber hab ich ein Buch geschrieben, das man von meiner Homepage downloaden
kann.) Ihre Eigenschaften als analytische Funktionen einer komplexen Variablen
sind auch ein klassisches, wenn auch nicht langer ein modisches, Studienobjekt.

Zeigen Sie, dass der Satz von Liouville (,eine beschrankte ganze Funktion ist konstant®)
direkt bewiesen werden kann, indem man den ,einfachen” (n = 0) Fall der Cauchy’schen
Integralformel heranzieht - an Stelle des Falles n = 1 der erweiterten Formel, die wir in
der Vorlesung benutzten.

Hinweis: Zeige fir ein beliebiges Paar zy,z, € C, dass |f(z1) — f(z)| = 0.

Zeigen Sie, dass der Satz von Liouville sogar nur aus der Mittelwert-Eigenschaft holo-
morpher Funktionen, welche ein Spezialfall der Cauchyschen Integralformel ist - in der
z genommen wird als Mittelpunkt des Kreises, tiber den integriert wird - hergeleitet
werden kann.

Hinweis: Es ist hier sinnvoll, eine modifizierte Version der Mittelwert-Eigenschaft (wel-
che leicht aus der Originalversion folgt) zu betrachten: Sie besagt, dass f(z) der Mittel-
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20.

21.

22.

23.

24.

wert von f(w) Uber einer Kreisscheibe Dg(z) ist (anstelle eines Kreises Cg(z)). Das heif3t

fo= g ), perinaxds

wobei das Integral ein gewohnliches 2-dimensionales Riemann-Integral ist. Erklaren
Sie, warum diese Formel gilt und benutzen Sie diese dann, um eine obere Schranke fiir
|f(z1) — f(2)| zu erhalten - eine Schranke, die fiir R — oo gegen 0 geht.

Beweisen Sie folgende Verallgemeinerung des Satzes von Liouville: Es sei f eine ganze
Funktion, welche fur alle z € C die Ungleichung

|[f(z)| <A+Blz|"

fir gewisse Konstnaten A, B > 0 und ganze Zahlen n > 0 erfullt. Dann ist f ein Polynom
mit Grad < n.

1

Esseip(z)=a,z"+a, 12" +...+... + ag ein Polynom mit Grad n, so dass

n—1
lan> ) lajl.
j=0

Beweisen Sie, dass p(z) genau n Nullstellen (Vielfachheiten mitgezahlt) in der Kreis-
scheibe |z| < 1 hat.

Hinweis: Benutzen Sie den Fundamentalsatz der Algebra.

Hinweis: Das ist ein Spezialfall einer weniger elementaren Tatsache, die mit Hilfe des
Satzes von Rouché beweisbar ist. Siehe das Problem 28.

Die Cauchysche Integralformel ist eng verwoben mit einer wichtigen Formel aus der
Theorie der Laplace-Gleichung und der harmonischen Funktionen, der sogenannten
Poisson-Integralformel. Losen Sie die Ubungen 11-12 (Seiten 66-67) in Kapitel 2 von
[Stein-Shakarchi], welche diese Verbindung erkldren, und allgemeiner die Verbindung
zwischen holomorphen und harmonischen Funktionen.

Denken Sie mindestens 5-10 Minuten tUber das Konzept Spielzeug-Randkurve nach.
Speziell iiber den Fall der Schliisselloch-Randkurve, die wir im Kontext , Beweis der
Cauchyschen Integralformel” diskutierten. Uberdenken Sie sorgfiltig die Schritte, die
notwendig waren fur den Beweis der Cauchyschen Formel fir Gebiete, die von einer sol-
chen Randkurve eingeschlossen werden. Noch besser ware: Skizzieren Sie einen Beweis
der Kernaussage, dass eine in einem solchen Gebiet holomorphe Funktion (die daher
die Eigenschaft hat, dass ihr Randintegral iiber Dreiecken und Rechtecken verschwin-
det) eine Stammfunktion hat.

Charakterisierung wichtiger Familien holomorpher Funktionen auf Cund C. Fir die
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folgenden Probleme vereinbaren wir folgende Bezeichnungen:

C=CuU {oo} = die Riemannsche Zahlenkugel,
K = Menge der konstanten Funktionen z+ c e C,

L =Menge der linearen Funktionen z+>az+b, a,beC,
n

P =Menge der komplexen Polynome z Zakzk,

k=0
R = Menge der rationalen Funktionen z — M, p.q€P,
q(2)
z+b
M =Menge der Mobiustransformationen z +— zzﬂ' a,b,c,d e C.

Beachten Sie die Teilmengen-Beziehungen CC LCPCRDOMDLDK.

(a)

(b)

()

(Warm-up problem) Eine ganze Funktion hat eine hebbare Singularitat in co genau
dann, wenn sie konstant ist.

Beweisen Sie, dass die Menge der ganzen Funktionen f : C — C, welche in oo keine
wesentlichen Singularitdten haben, P ist, also die Menge der Polynome.

Beweisen Sie, dass die Menge der meromorphen Funktionen f : C — C, die in oo
eine nicht wesentliche Singularitdt haben, gleich R ist, also gleich der Menge der
rationalen Funktionen.

Beweisen Sie, dass die Menge der meromorphen, bijektiven Funktionen f : C—C

gleich M\K ist, also gleich der Menge der nicht-konstanten Mobius-Transformationen.

Hinweis: Benutzen Sie die Charakterisierung im vorangehenden Problem 24c. Zei-
gen Sie speziell, dass eine rationale Funktion f(z) = p(z)/q(z), welche injektiv ist,
eine Mobius-Transformation sein muss. Zum Beispiel (ich bin unsicher, ob das die
einfachste Begriindung ist) konnte man so argumentieren: Ist z; eine komplexe
Zahl mit g(zg) # 0 und mit p’(z9)q(z9) —p(20)g9’(z9) # 0 und ist wy = f(zg), dann muss
die Gleichung f(z) = wy mehr als eine Losung in z haben, es sei denn, p(z), g(z) sind

lineare Funktionen.

Beweisen Sie, dass die Menge der ganzen Funktionen f : C — C, die bijektiv sind,
genau die Menge £\ K ist, also die Menge der nicht konstanten linearen Funktionen.

Hinweis: Das ist eher ein Problem fiir Fortgeschrittene, weil der Satz von Casorati-
Weierstrafl und der Satz iiber die offene Abbildung heranzuziehen sind. (vielleicht
geht es auch einfacher?). Siehe die Anleitung fiir Ubung 14 auf Seite 105 in [Stein-
Shakarchi].

Bemerkungen: Ist ein Gebiet () C C, oder allgemeiner eine Riemannsche Fliche ¥ gege-

ben, dann interessiert Experten fiir Funktionentheorie das Verstindnis der Struktur a)

der Menge der holomorphen Funktionen (C-wertige holomorphe Funktionen auf ¥), b)

der Menge der meromorphen Funktionen (C-wertige Funktionen) und c) die Menge der

holomorphen Automorphismen (holomorphe, bijektive Abbildungen von ¥ — ¥) von

Y auf sich. Obwohl wir uns mit der allgemeinen Theorie Riemannscher Flachen nicht
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befassen werden, ist es leicht - wenn man einmal die Konzepte definiert hat - zu sehen,
dass die vorangehenden Ubungen im Wesentlichen folgende konzeptuell wichtigen Er-
gebnisse beweisen:

(i) Die konstanten Funktionen sind die einzigen holomorphen Funktionen auf C.

(ii) Die rationalen Funktionen sind die meromorphen Funktionen auf C.

(iii) Die nicht-konstanten linearen Funktionen sind die holomorphen Automorphismen
auf C.

(iv) Die nicht-konstanten Mobiustransformationen sind die holomorphen Automor-
phismen von C.

Eine weitere naheliegende Erkenntnis, die unschwer zu beweisen ist, besagt:

(v) Die holomorphen Automorphismen der oberen Halbebenne H = {z : Imz > 0}

sind die Mobiustransformationen z +— (‘ZIZ mit a,b,¢,d € R und ad — bc > 0. (Ver-

suchen Sie zu beweisen, dass jede derartige Abbildung tatsachlich ein Automor-

phismus von H ist; die umgekehrte Implikation, dass alle Automorphismen von
H diese Form haben, ist etwas schwieriger und erfordert ein Ergebnis, das als
Schwarz’sches Lemma bekannt ist. Das wird wahrscheinlich in der Vorlesung MAT-
205A/B behandelt.)

Beachten Sie , dass die Menge der holomorphen Funktionen auf C (auch als gan-
ze Funktionen bezeichnet) und die Menge der meromorphen Funktionen auf C
weitaus groiere Funktionsfamilien sind und keine so einfache Beschreibung haben
wie Funktionen in den relativ kleinen Familien £,P, R, M. Das ist darauf zurtck-
zufiihren, dass C eine nicht kompakte Riemannsche Flache ist.

25. Partialbruchentwicklung des Cotangens. In dieser mehrteiligen Aufgabe werden Sie
gebeten, eine wohlbekannte Identitit mit unendlicher Summenbildung zu beweisen
(folgende Gleichung (12)). Sie ist bekannt als die Partialbruchentwicklung des Cotangens.
Im folgenden Problem werden wir dann einige Folgerungen aus dieser wichtigen Ent-
wicklung ziehen.

(a) Es sei z€ C\ Z. Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes das Kurvenintegral

7t cot(mw)
Iy = 96 meot{mw) 4
N (wt2)?

uber die Kurve yy, die in positiver Richtung um das Rechteck mit den vier Scheiteln
(£(N +1/2),+N) lauft. Bilden Sie den Grenzwert N — oo und zeigen Sie die Identitat

2 (o)

L Z(L (zeC\2). (11)

(sinmz)? z+mn)?

Fahrplan: Das ist keine triviale Ubung; sie ist aber nicht sehr schwer, wenn man Sie in
folgende Teilschritte zerlegt:

i. Beginnen Sie mit der Lokalisierung der Singularitaten der Funktion w — f,(w) =
7t cot(mtw)
(w+z)?
ihrer Residuen. Da kann man das Rechnen mit Residuen richtig lernen!

(betrachtet als Funktion von w fir fixes z, das keine ganze Zahl ist) und
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ii. Gewinnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes einen Ausdruck fiir das vorange-
hend definierte Kurvenintegral Iy.

iii. Berechnen Sie separat davon Abschétzungen fiir Iy, die dafiir benutzt werden
konnen zu zeigen, dass Iy — 0 geht fiir N — oco. Zeigen Sie speziell durch elemen-
tare Umformungen, dass

|sin(x + ip)|?> = sin® x + sinh? p, |cos(x +ip)|* = cos® x + sinh? p.

Folgern Sie daraus: Wenn x = 1t(N + 1/2) und v beliebig ist, dann gilt die Unglei-
chung
sinh?y

|cot(x +iy)| = <1,

1 +sinh?yp
und wenn y = N und x beliebig ist, dann gilt die Ungleichung

1+sinh’N
cot(x +iy)| < ——————<2 (falls N >10).
|cot(x +iy)| SnhZN ( )
Berechnen Sie nun mit diesen Ungleichungen eine obere Schranke fur das Integral.

iv. Vergleichen Sie die beiden Ergebnisse zu Iy und folgern Sie daraus (11).

(b) Integrieren Sie die Identitdt (11) und folgern Sie (mit weiteren einfachen Uberlegun-
gen ...) die Formeln

N

_ 1 1 v« 2z
ﬂCOt(ﬁZ):I\}EIIOO m:;+2m (ZEC\Z) (12)
=-N 1

26. Folgerungen aus der Partialbruchentwicklung des Cotangens.

(a) Zeigen Sie, dass (12) die folgende Darstellung der sin-Funktion als das folgende

unendliche Produkt impliziert:

n2

sin(nz):nzﬁ(l—é) (ze Q). (13)

n=1

Beachten Sie, dass die Funktion auf der rechten Seite (oder es kann leicht uberpruft
werden, dass das so ist) eine ganze Funktion von z ist mit einer einfachen Nullstelle
an jeder ganzen Zahl z = n € Z, und dass ihre Taylorentwicklung um z = 0 beginnt
mit 7tz + O(z3). Das ist also ein natiirlicher Ansatz fiir eine unendliche Produktent-
wicklung von sin(mz), obwohl die Tatsache, dass dieser Ansatz korrekt ist, weniger
als naheliegend ist. Zum Beispiel kann man die rechte Seite mit einer beliebigen
Funktion ¢8(?) multiplizieren und wir haben dann immer noch eine ganze Funktion
mit derselben Nullstellenmenge.

Hinweis: Berechnen Sie die logarithmischen Ableitungen beider Seiten von (13).
Womoglich wollen Sie einige Eigenschaften unendlicher Produkte wiederholen -
wie sie zum Beipiel auf den Seiten 140-142 von [Stein-Shakarchi] diskutiert wer-
den. (Wir verraten hier: die Seiten 142-144 enthalten eine Losung dieser Teil-
tibung, beginnend mit einem unabhangigen Beweis von (12) und fortschreitend
mit einer Herleitung von (13) analog zu den von mir vorhin beschriebenen Sach-
verhalten.)
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(b)

Mit einem geeigneten speziellen Wert fiir z in (13) erhdlt man das folgende un-
endliche Produkt fir 7r, bekannt als Wallis’ Produkt (zuerst bewiesen durch John
Wallis im Jahre 1655):

Zeigen Sie durch Vergleich der ersten Terme in der Taylorentwicklung beider Sei-
ten von (13) um z = 0 die wohlbekannten Identitdten

2

Faor Saen

n=1

Allgemeiner kann man (13) benutzen, oder praktischerweise auch (12), um ge-
schlossene Formeln fiir alle folgenden Reihen

= 1 1 1 1

n=1

zZu erhalten Das sind die speziellen Werte der Riemannschen C-Funktion C(s) =
Yo ns an den positiven geraden Zahlen. Um das zu sehen bringen wir zuerst (12)

1 v/ 1 1

_+ —_——

Z ,;(Z+Tl 1”1)
n=0

in die Form

mtcot(mz) = (zeC\ 2Z2). (14)

Nun entwickeln wir beide Seiten von (14) jeweils in eine Taylorreihe um z = 0,
indem wir die die Entwicklung

z z — B,
nd th(—): n _2n
2 92 ;(211)!2

nutzen, die wir in einer fritheren Hausaufgabe bewiesen haben (dabei sind (B

nnzo
die Bernoulli-Zahlen). Nach einem Koeffizientenvergleich und Vereinfachung er-

halten wir die Formel
(_1)k+1 (2n)2k

Mit Hilfe der ersten Bernoulli-Zahlen B, = %, By = —%, Bg = ﬁ,Bg = —31—0 erhalten
wir
- 1
C(z) = ZF = ?;
n=1
=) 11=55
n=1
- 1 x®
O)=) =555
n=1
— 1 8
t8)= ;ﬁ ~ 9450

Die ersten zwei Werte stimmen natiirlich mit denen iiberein, die wir friuher gefun-
den haben.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

(e) Zeigen Sie, dass {(2k) = 1 + O(272k) fiir k — oo, und folgern Sie daraus, dass das
asymptotische Verhalten der Bernoulli-Zahlen gegeben ist durch
_ 2(2k)!
_ 2k k+1
sz = (1 + O(2 ))(—1) W’ k — oo.
Beachten Sie, das dies konsistent ist mit unserem friuheren (und viel schwacheren)

Ergebnis, dass
1/2k 1

(2k)!

limsup =5

k—o0

Es sei f(z) = p(z)/q(z) eine rationale Funktion mit gradq > gradp + 2 (wobei gradp den
Grad des Polynoms p bezeichne). Beweisen Sie, dass die Summe der Residuen f(z) iiber
alle ihre Pole gleich 0 ist.

(Eine Verallgemeinerung des Ergebnisses aus Problem 21) Es sei p(z) = a,,z" + a, 12" +
...+...+ag ein Polynom mit Grad #, so dass fiir ein 0 < k < n gilt

ol > ) lajl.

0<j<n

j=k
Beweisen Sie, dass p(z) genau k Nullstellen (gezahlt mit Vielfachheiten) in der Einheits-
kreisscheibe |z| < 1 hat.

Leseempfehlung: Gehen Sie zur Mathematics Stack Exchange website
(https://math.stackexchange.com) und geben Sie ,Rouche” in das Suchfeld ein. Sie
erhalten eine erheiternde Frageliste und Ubungen mit Anwendungen des Satzes von
Rouché zum Zahlen von Polynom-Nullstellen und anderer analytischer Funktionen.

Zeigen Sie, wie der Satz von Rouché benutzt werden kann fiir einen weiteren Beweis des
Fundamentalsatzes der Algebra. Dieser Beweis ist ein Weg zur Prazisierung des intuitiv
uiberzeugenden ,topologischen” Beweises, den wir am Anfang der Vorlesung diskutier-
ten.

(a) Skizzieren Sie ein einfach zusammenhéngendes Gebiet Q Cc Cmit0¢ (), 1,2 € (), und
so, dass ein Zweig F(z) der Logarithmus-Funktion auf Q existiert mit der Eigenschaft

F(1) =0, F(2) =log2+ 2mi

(dabei ist log2 = 0.69314... der natiirliche Logarithmus von 2 im ublichen Verstandnis
der reellen Analysis).

(b) Allgemeiner sei k € Z. Wiirden wir die vorangehende Bedingung F(2) = log2 + 27i
ersetzen durch die allgemeinere Bedingung F(2) = log2+2mik , aber alle anderen Bedin-
gungen beibehalten, gidbe es dann ein geeignetes einfach-zusammenhangendes Gebiet
Q = Q(k), fur welches das moglich ist? Falls ja, wie sahe dieses Gebiet grob skizziert aus
- als Funktion von k?

Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften der Gamma-Funktion:


https://math.stackexchange.com
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33.

34.

i. Verhalten an halben ganzen Zahlen:

I(n+d)= @t =012,

4y

ii. Verdoppelungsformel:
T(s)T(s+1/2) = 21725/l (2s).
iii.* Multiplikationssatz:
F(S)F(s + %)F(s + %) . -F(s + k%) = (27) =12 1/27ks k),

Fur n > 1 sei V,, das Volumen der Einheitskugel im IR". Berechnen Sie durch Auswertung
des n-dimensionalen Integrals

n
A, = fjj exp(—% Zx]-z]dxl dx,...dx,
j=1

auf zwei Arten die wohlbekannte Formel

7.(11/2

T

Bemerkung: Dieses Problem erfordert die Anwendung von etwas geometrischer Intuiti-
on (oder alternativ von etwas technischen Fertigkeiten mit sphéarischen Koordinaten im
IR"). Eine Losung findet man auf dieser Wikipedia-Seite .

Die Beta-Funktion ist eine Funktion B(s,t) zweier komplexer Variabler, definiert fiir
Re(s),Re(t) > 0 durch

1
B(s,t) = j 711 —x) " dx.
0

(a) (Warm-up) Uberzeugen Sie sich, dass das uneigentliche Integral, welches B(s,t)
definiert, genau dann konvergiert, wenn Re(s), Re(t) > 0.

(b) Zeigen Sie, dass B(s,t) mit Hilfe der Gamma-Funktion ausgedrickt werden kann
L(s)L'(¢) *)
[(s+1t)

Hinweis: Beginnen Sie damit, I'(s)'(¢) als Doppelintegral auf dem positiven Qua-

als
B(s,t) =

dranten [0,c0)? of R? (Sagen wir mit x und p als Integrations-Variablen) hinzu-
schreiben; dann machen Sie den Variablenwechsel u = x +y, v = x/(x + ) und
benutzen die Formel fiir Variablenwechsel fur 2-dimensionale Integrale, um zu
zeigen, dass der Wert des Integrals gleich I'(s + t)B(s, t) ist.

Bemerkung: Beachten Sie die Ahnlichkeit der Formeln beziiglich der Gamma- und
der Beta-Funktion zur Formel (}) = W, tatsdchlich sehen wir mit Hilfe der
Relation I'(m + 1) = m! und der Funktionalgleichung I'(s + 1) = sI'(s) und mit Hilfe

von (*), dass fur nicht-negative ganzzahlige Argumente gilt

B, m)! = nm  T(n+m+1) __nm
n+m I'(n+1)I'(m+1) n+m

n+m
- .


https://en.wikipedia.org/wiki/Volume_of_an_n-ball
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nm
n+m’

verse der Beta-Funktion vorstellen als eine natuirliche Erweiterung der Binomial-

Mit anderen Worten: Abgesehen vom Korrekturfaktor kann man sich die In-

Koeffizienten auf reell-wertige Argumente.

35. Die Digamma-Funktion t(s) ist die logarithmische Ableitung

r/
v =

der Gamma-Funktion und wird manchmal auch betrachtet als irgendwie wichtige spe-
zielle Funktion an sich.

(a) Zeigen Sie, dass p(s) die konvergenten Reihenentwicklungen

[ee]

1 s
l‘b(s):_y_§+zn(n+s)

n=1
= 1 1
=— — 0,-1,-2,...).
7hL;(n+l n+s) (s# )

hat, wobei y die Euler-Mascheronische Konstante ist.

(b) Zeigen Sie in dquivalenter Weise, dass 1(s) ausgedriickt werden kann als

5 1
P(s) = —]}Lngo[k;k—ﬂ—logn).

(c) Zeigen Sie, dass 1(s) folgende Funktionalgleichung erfiillt:

P(s+1)= l/)(5)+l.

s
(d) Zeigen Sie, dass
n
1
1,b(n+1):—y+;E (1=0,1,2,...).

Das heif3t, (x) + y kann man sich vorstellen als Erweiterung der Definition von
harmonischen Zahlen H, =) |_, % auf nicht-ganzzahlige Argumente.

(e) Zeigen Sie: 1(s) erfiillt die Spiegelungsformel
P(1 —s)—1(s) = mcot(ms).

(f)* Jetzt zu einer lustigen Anwendung der Digamma-Funktion. Betrachte die Poly-
nomfolge
P,(x)=x(x—-1)...(x—n) (n=0,1,2,...)

und ihre Ableitungen

Beachte: Nach dem Satz von Rolle hat Q,(x) genau eine Nullstelle in jedem Inter-
vall (k,k +1) fir 0 <k <n—1. Diese Nullstelle bezeichnen wir mit k + a,, , so dass
die Zahlen a,, ; (die Bruchanteile der Nullstellen Q,(x)) in (0, 1) liegen.
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Ein kurioses Phanomen ist nun beobachtbar beim numerischen Plotten der Punkte
pi, k=0,...,n—1 fur grofe n-Werte, sagen wir fiir n = 50 (Abbildung 11(a)). Es
scheint, dass sie sich fiir grof3e n einer glatten Grenzkurve nahern. Das stimmt auch
und tatsdchlich ist folgende prazise Aussage beweisbar:

Satz. Sei t € (0,1). Weiter sei k = k(n) eine Folge derart, dass 0 < k(n) <n-1, k(n) —
o0 as 1 — oo, n—k(n) — oo flir n — oo, und k(n)/n — t fir n — co. Dann gilt

. 1 1 1-t¢
nlggo Ay k(n) = R(t) := po arccot (% log (T))
In der vorangehenden Formel bezieht sich arccot(-) auf den Zweig der inversen
Kotangens-Funktion, welche Werte zwischen 0 und 7w annimmt. Die Grenzfunktion
R(t) ist zu sehen in Abbildung 11(b).

Beweisen Sie das!

Anleitung: Bilden Sie die logarithmische Ableitung von P,(x), um zu sehen, wann
die Q,(x)/P,(x) = 0 (was aquivalent ist mit Q,(x) = 0) gilt. Das ergibt eine Glei-
chung mit einer Summe von Termen. Versuchen Sie diese in zwei Gruppen so auf-
zuteilen, dass die Summe in jeder Gruppe mit der Digamma-Funktion, ausgewer-
tet an einer bestimmten Stelle (mit Hilfe der vorangehenden Eigenschaft (b)), — in
einem asymptotischen Sinne fiir n — oo — in Verbindung gebracht werden kann.
Machen Sie den Grenzuibergang n — oo und vereinfachen Sie dann mit Hilfe der
Spiegelungsformel (Teil (c)).

1.0

0.8

0.6

(c) (d)

Abbildung 11: (a) Ein Plot der Bruchanteile der Nullstellen von Q,,(x) fiir n = 50. (b)
Die Grenzfunktion R(t). (c) Kombination der zwei vorangeheden Plots. (d) Das Poly-

nom P, (x). Beachte, dass die Nullstellen von Q,(x) den lokalen Minima und Maxima

von P;(x) entsprechen, die besonders hervorgehoben sind.
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1.0
08\ a=1
0.6
04 a=2
a=3
O2K a=5
; 2 a4 6 "8 10 12

Abbildung 12: Die Gamma-Dichten y,(x) fur a =1, 2,3,4,5.

36. Gegeben seien zwei integrierbare Funktionen f,g : R — C einer reellen Variablen. Ihre
Konvolution ist eine neue Funktion h = f * g, definiert durch die Formel

h(x) = (f xg)(x) = J_oo ft)gx—t)dt  (x€R).

Wie Sie wissen, ist die Konvolution-Operation extrem wichtig in der harmonischen Ana-
lysis, da sie einer einfachen Multiplikation im Fourier-Bereich entspricht; in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie entspricht sie der Addition unabhangiger Zufallsvariablen; in vie-
len anderen Bereichen der Mathematik, der Wissenschaft und des Ingenieurwesens kommt
sie vor.

Fur a > 0 definieren wir die Gamma-Dichte mit Parameter «, bezeichnet als y, : R - R,
als die Funktion

ya<x>::ffgﬁe-Xx“-ll[Qaﬂ<x> (xeR)

(wobei 14(x) die charakteristische Funktion auf einer Menge A C IR bezeichnet; sie ist
gleich 1 auf der Menge und gleich 0 auSerhalb der Menge). Beachte, dass y,(x) die nicht-
negative Funktion ist, deren Integral gleich I'(«) ist, mit der Ausnahme, dass sie durch
I'(ar) geteilt wird, so dass sie eine Wahrscheinlichkeits-Dichte-Funktion wird. Siehe Ab-
bildung 12 fiir eine Illustration.

Zeigen Sie: Fur alle a, > 0 gilt
YVa*Vp = Va+p:

Das heif3t, dass die Familie der Dichte-Funktionen (y,),-o unter der Konvolution-Operation

abgeschlossen ist. Diese Tatsache ist einer der Grinde, warum die Familie der Gamma-
Dichten eine sehr wichtige Rolle in der Wahrscheinlichkeitstheorie spielt und warum
sie in vielen Anwendungen des echten Lebens auftritt.

37. (a) Zeigen Sie, dass die Laurent-Entwicklung von I'(s) um s = 0 folgende Form hat:

I(s)= -7 +0(s)
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38.

39.

40.

41.

(dabei ist y die Euler-Mascheroni-Konstante). Falls Sie tiberschiissige Energievorrate ha-
ben, konnen Sie die detailliertere Entwicklung

2 2
I'(s ):l—y (L+%)S+O( )

herleiten (handisch oder - falls Thnen das mehr zusagt — mit Hilfe einer ,symbolischen”
Mathematik-Software wie Sagemath oder Mathematica) und so viele weitere Terme in

der Entwicklung herleiten, wie sie wollen.
(b) Zeigen Sie, dass die Laurent-Entwicklung von C(s) um s = 1 folgende Form hat:
C(s) = S%+y+0(s—1).
Zeigen Sie, dass die symmetrische Version der Funktionalgleichung der Zeta-Funktion
C(1=-s)=C(s),
wobei {*(s) = w*/?T(s/2)C(s), umgeschrieben werden kann in in die dquivalente Form:

C(s) =251 sin(?)l‘(l —$)C(1 -s).

Zeigen Sie, dass die Taylorentwicklung der Digamma-Funktion t(s) % um s =1

gegeben ist durch
P)=-y-) ("' )s-1)"  (s-1l<1).
n=1
Definieren Sie eine Funktion D(s) einer komplexen Variablen s durch

_°° B 11 1
—Z —1—§+§—E+

n=1

(a) Zeigen Sie, dass die Reihe, welche D(s) definiert, gleichmafiig auf jeder Halbebene
der Form Re(s) > a mit a > 0 konvergiert, und folgern Sie, dass D(s) definiert und
holomorph ist auf der Halbebene Re(s) > 0.

(b) Zeigen Sie, dass D(s) mit der Riemannschen Zeta-Funktion via folgende Formel
verbunden ist:

D(s)=(1-2"%C(s)  (Re(s)>1).

(c) Leiten Sie mit Hilfe dieser Relation einen neuen Beweis her, dass die Zeta-Funktion
analytisch fortsetzbar ist zu einer meromorphen Funktion auf Re(s) > 0 mit einem
einfachen Pol an s = 1 und Residuum 1, welche mit Ausnahme von s = 1 uiberall in
der Halbebene analytisch ist.

Es bezeichne §(x) = }_,i<,logp von Mangoldt’s gewichtete Primzahl-Zahlfunktion. Zei-
gen Sie, dass ¢(n) = logkgV(1,2,...,n), wobei fir ganze Zahlen ay,...,a; die Notation
kgV(ay,...,ax) das kleinste gemeinsame Vielfache von ay,...,a; bezeichne.

Beachte, dass dies bedeutet, dass eine zum Primzahlsatz dquivalente Formulierung die
folgende interessante Aussage ist:

kgV(1,...,n) = e+ fijr 5 — oo,



95

PROBLEME

42.

43.

44.

(a) Beweisen Sie, dass fur alle x > 1,
1
[ [{=7 2108
psx ~p

(dabei lauft das Produkt tiber alle Primzahlen p, die kleiner oder gleich x sind.)

(b) Gehe zum Logarithmus tber und beweise, dass fiir eine Konstante K > 0 die Schranke

Z%Zloglogx—K (x>1)

p<x

gilt. Das bedeutet, dass die harmonische Reihe der Primzahlen }_, 1% divergiert wie loglogx
- im Kontrast zur ublichen harmonischen Reihe, die wie log x divergiert.

Ein alternativer Beweis der Funktionalgleichung von Jacobi’s theta-Funktion. Erin-
nern Sie sich, dass wir im Teilabschnitt 15.1 die theta-Funktion Jacobi’s definierten als

(o)

3(t) = Z e (£ 0)

n=-—o0o

und zeigten, dass sie die Funktionalgleichung

s(%): VES(), (15)

erfullt.

(a) Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes das Linienintegral

—1z2t
é e— dZ,
I elmiz _
wobei yy das Rechteck mit den Scheiteln +(N + 1/2) +i sei (mit einer positiven ganzen
Zahl N). Machen Sie dann den Grenziibergang N — co und gewinnen Sie die Integral-

co—i efnzzt 0o+i efnzzt
S(t) = J 2miz dz— f 2miz dz
—co—i €T =1 —co+i €71 —1

Darstellung

fur die Funktion 9().

(b) Entwickeln Sie in dieser Darstellung den Faktor (e?™z — 1)~ in eine geometrische
Reihe in e72™% (fiir das erste Integral) und in eine geometrische Reihe in e?™Z (fiir das
zweite Integral). Werten Sie die entstehende unendliche Reihe aus und rechtfertigen Sie

alle Schritte, um einen alternativen Beweis fiir die Funktionalgleichung (15) zu erhalten.

(a) Beweisen Sie noch einmal den Satz 36 (die ,Riemannsche Spielzeug-Hypothese“, also
die Aussage, dass die Riemannsche Zeta-Funktion keine Nullstellen hat auf der Geraden
Re(s) = 1), indem Sie das Verhalten von

3C’(0)_4C’(0+it) C’'(o +2it)
C(o) Clo+1it) C(o+2it)

Y =Re|-
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fur fixe t € R\ {0} und o \, 1 betrachten, anstelle der Grof3e
X =log|C(0)3C(0 +it)*C(o + 2it)|.

Benutzen Sie die Reihenentwicklung

wobei A(n) die von Mangoldt-Funktion ist (sie ist gleich logp , falls n = pX eine Prim-
zahlpotenz ist, und 0 sonst).

(b) Versuchen Sie denselben Satz auf eine dritte Art zu beweisen, indem Sie
Z =log|C(0)'°C(0 +it)12C(0 + 2it)°C (o + 3it)],

untersuchen und noch einmal die Argumentation mit Entwicklung des Logarithmus in
eine Potenzreihe ins Spiel bringen und herleiten, dass Z > 0. Fihrt das zu einem Beweis
des Satzes? Falls nicht, was lauft falsch?

Hinweis: (a + b)® = a% + 6a°b + 10a*b? + 15a3b3 + 10a%b* + 6ab> + b°.

45. Definiere arithmetische Funktionen mit ganzzahligem Argument n wie folgt:

(=1)% if n = pyp,---py ist ein Produkt von k verschiedenen Primzahlen,
i) = {0 sonst,

(die Mobius-Funktion u-),
d(n) = Zl, (die Teiler-zdhlende Funktion),

o(n) = Zd, (Die Teilersumme-Funktion),

o(n)=#{1<k<n-1:ggT(k,n)=1},

(die zahlentheoretische Eulersche ¢-Funktion),

1 if n = p*, p prim,
A(n):{ogp Hn=pL ppum (die von Mangoldt A-Funktion).

0 sonst,

Wir sahen, dass die zeta-Funktion und ihre logarithmische Ableitung folgende Darstel-
lungen als Dirichlet-Reihen haben:
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Nutzen Sie die Eulersche Produktformel fiir die zeta-Funktion oder andere elementare
Manipulationen und zeigen Sie folgende Identitaten (gultig fiir Re(s) > 1):

Andere berithmte Darstellungen als Dirichlet-Reihen, die Sie vielleicht interessieren,

sind

n=1
Cs-1) + -
a0 —;qb(n)n :

46. Sendov’s Vermutung ist eine elementare, bislang nicht bewiesene Aussage des Mathe-
matikers Blagovest Sendov in 1959. Er behauptet: Ist p(z) = (z—z)...(z—2,) ein komple-
xes Polynom mit Nullstellen z;, j = 1,...,n, die alle in der abgeschlossenen Kreisscheibe
|z| < 1 liegen, dann gibt es zu jeder Nullstelle z; eine Nullstelle a der Ableitung p’(z), fiir
welche |z; —a < 1.

(a) Beweisen Sie die Vermutung fir n = 2, also fiir quadratische Polynome.

(b) Zeigen Sie, dass, wenn man in der Ungleichung |z; — | < 1 die Zahl 1 durch eine
kleinere ersetzt, die Behauptung falsch ist.

(c) Beweisen Sie die Vermutung fiir den Fall n = 3, also fur kubische Polynome. (Das
ist nicht trivial! Fur einen moglichen Beweis siehe das Papier [2].)


https://en.wikipedia.org/wiki/Sendov%27s_conjecture

Projektvorschlage

1.

Funktionentheorie und selbstmeidende Pfade. Es bezeichne 4, die Zahl der selbst-
meidenden Pfade selbstmeidender Pfad der Linge 1 im quadratischen Gitter Z? (d.h.,
Gitterpfade mit n Schritten), welche an (0, 0) starten. Es ist bekannt, dass aifm —— p fur
eine Zahl p und p ist ungefahr gleich 2.638. Eine geschlossene Formel ist unbekannt und
man vermutet nicht einmal, dass eine solche existiert. Aber fiir hexagonale Gitter ist ein
prazises analoges Ergebnis bekannt: Es bezeichne b,, die Zahl der selbstmeidenden Pfa-
de der Lange n mit dem Ursprung als Startpunkt, dann geht b, —= V2+V2~1.8477.
Das wird bewiesen im Papier [3]. Der Beweis ist elementar und benutzt Ideen aus der
Funktionentheorie auf entscheidende Weise. eitere Details findet man im Artikel htt-

ps://en.wikipedia.org/wiki/Connective_constant.

. Funktionentheorie und die Kunst von M. C. Escher. Siehe Fig. 1 auf Seite 2 und die

Referenzen [8], [10].

. Elliptische Funktionen und die Charakterisierung meromorpher Abbildungen auf

dem komplexen Torus. Im Problem 24 interessierte uns die Klassifikation der holo-
morphen Funktionen f : M — N fiir Riemannsche Flaichen M, N. Wir gaben Antworten
fiir mehrere interessante Flichenpaare (z.B. M = C, N = C, usw.). Den Fall der Riemann-
schen Flichen N gleich € und M gleich dem komplexen Torus C/A, wobei A = Z+7Z fiir
eine komplexe Zahl 7 € C\ IR, ist ein besonders interessanes Beispiel einer solchen Fra-
gestellung: In diesem Fall stellt sich heraus, dass die relevante Familie die elliptischen
Funktionen sind (die auch als doppeltperiodische Funktionen bekannt sind). Mehr dar-
uber konnen Sie lesen in [11, Ch. 9] und in [1, Ch. 1].

Sendov’s Vermutung. Diese Vermutung wird in Problem 46 beschrieben und eignet sich
fur ein Projekt.

. Ein Thema fiir Fortgeschrittene aus der analytischen Kombinatorik. Auf dem Gebiet

der analytischen Kombinatorik benutzt man asymptotische Methoden aus der komple-
xen Analysis (sowohl aus der reellen als auch aus der komplexen Analysis), um das
asymptotische Verhalten ganzzahliger Zahlenfolgen zu studieren, welche in der Kom-
binatorik auftreten (oder allgemeiner studiert man ,ganzzahlige Arrays“, Wahrschein-
lichkeitsverteilungen - dhnlich der Diskussion in Abschnitt 17. Das Buch [5] ist eine
exzellente Referenz fiir dieses Thema (sie auch [6]). Dort findet man viele Anregungen
fur ein Projekt.

. Der Jordansche Kurvensatz. Dieser Satz behauptet, dass jede einfache, stetige, ebene

Kurve die Ebene in zwei zusammenhangende Teilmengen zerlegt, von denen genau ei-
ne unbeschrankt ist. Der Satz spielt eine wichtige Rolle in der Funktionentheorie. Er
wird diskutiert in Anhang B von [11]. Trotz seiner intuitiv plausiblen Aussage ist der
Beweis nicht trivial, es gibt aber verschiedene Beweise in verschiedenen Quellen, z.B.
in [11, Appendix B], [9] und in [12]. Ein Projekt konnte einen dieser Beweise darstel-
len und zusatzliche Aspekte - z.B. die Bedeutung des Satzes fiir die Funktionentheorie,
hoher-dimensionale Analoga, die Rolle des Satzes in offenen Problemen der Topologie
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- darstellen und diskutieren. In https://en.wikipedia.org/wiki/Jordan_curve_theorem
und in this MathOverflow discussion findet man dazu weitere Details.


https://en.wikipedia.org/wiki/Jordan_curve_theorem
https://mathoverflow.net/questions/8521/nice-proof-of-the-jordan-curve-theorem

100 LITERATUREMPFEHLUNG VON PROF. DAN ROMIK

Literaturempfehlung von Prof. Dan Romik

[1] T. Apostol. Modular Functions and Dirichlet Series in Number Theory. Springer, 1990.

[2] G.L.Cohen, G. H. Smith.. A simple verification of Ilieff’s conjecture for polynomials with
three zeros. Amer. Math. Monthly 95 (1988), 734-737.

[3] H. Duminil-Copin, S. Smirnov. The connective constant of the honeycomb lattice equals
V2 + V2. Ann. Math. 175 (2012), 1653-1665.

[4] H. M. Edwards. Riemann’s Zeta Function. Dover Publications, 2001.
[5] P.Flajolet, R. Sedgewick. Analytic Combinatorics. Cambridge University Press, 2009.

[6] P. Flajolet, R. Sedgewick. Analytic Combinatorics — Online Course Materials. Online re-
source:
https://ac.cs.princeton.edu/online/. Accessed March 20, 2020.

[7] A.Ivi¢. The Riemann Zeta-Function: Theory and Applications. Dover Publications, 2003.

[8] B. de Smit, H. W. Lenstra Jr. Artful mathematics: the heritage of M.C. Escher. Notices Amer.
Math. Soc. 50 (2003), 446-457.

[9] R. Maehara. The Jordan curve theorem via the Brouwer fixed point theorem..
Amer. Math. Monthly 91 (1984), 641-643.

[10] D. Schattsschneider. The mathematical side of M. C. Escher. Notices Amer. Math. Soc. 57
(2010), 706-718.

[11] E. M. Stein, R. Shakarchi, Complex Analysis. Princeton University Press, 2003.

[12] H. Tverberg. A proof of the Jordan curve theorem. Bull. London Math. Soc. 12 (1980),
34-38.

[13] D. Zagier. Newman’s short proof of the prime number theorem. Amer. Math. Monthly 104
(1997), 705-708.


https://ac.cs.princeton.edu/online/
http://www.ams.org/notices/200304/fea-escher.pdf

101

FRANZOSISCHE LITERATUR

Literaturempfehlung an deutschen Universitaten

[1]
2]
[3]

[15]

Lars V. Ahlfors, Complex Analysis, 3. Aufl. (McGraw Hill. New York, 1979)

Folkmar Bornemann* , Funktionentheorie, 2. Aufl. (Birkhauser-Springer, 2016)
Wolfgang Fischer*, Info Lieb, Funktionentheorie, 9. Aufl. (Vieweg, Braunschweig,2005)
Otto Forster*, Funktionentheorie - Vorlesungsmitschrift (lecture notes), 2003-2013

Otto Forster*, Zetafunktion und Riemannsche Vermutung — Vorlesungsmitschriften (no-
tes of students), 2008-2009

Otto Forster”, Riemannsche Flachen, (Springer 1977)
Otto Forster, Lectures on Riemann Surfaces, 4. Aufl. (Springer 1999)
E. Freitag, R. Busam, Funktionentheorie 1, 4. Aufl. (Springer Berlin, 2006)

Andreas Gathmann, Funktionentheorie - Skript, 1. Aufl. (TU Kaiserslautern, 2016-2020),
download

Klaus Janich**, Funktionentheorie, 6. Aufl (Springer, Berlin, 2004)
Serge Lang, Complex Analysis, 4 Aufl. (Springer. New York, 1999)
Tristan Needham, Visual Complex Analysis (Oxford University Press, New York, 1997)

Reinhold Remmert**, Georg Schumacher, Funktionentheorie 1, 5. Aufl. (Springer, Berlin,
2002)

Reinhold Remmert, Georg Schumacher, Funktionentheorie 2, 5. Aufl. (Springer, Berlin,
2007)

Walter Rudin, Reelle und komplexe Analysis, 2. Aufl. (Oldenbourg, Minchen, 2009)

Franzosische Literatur

(1]

Ernst Hairer, Analyse Complexe, Universit¢é de Geneve , https://www.unige.ch/
~hairer/poly_analyse2/complexe.pdf (tolle Visualisierungen - nice visualizations,
Riemann-Autograph auf Seite 8, weitere Literatur auf Seite 2)

Francois de MARCAY**, Analyse Complexe, (Université Paris-Sud, Fran-
ce). https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~merker/Enseignement/
Analyse-Complexe/analyse-complexe-pdflatex.pdfdownload (tolle  Visualisie-
rungen, nice visualizations - e.g. open mapping theorem)


https://www.mathematik.uni-kl.de/~gathmann/class/futheo-2016/futheo-2016.pdf
https://www.unige.ch/~hairer/poly_analyse2/complexe.pdf
https://www.unige.ch/~hairer/poly_analyse2/complexe.pdf
https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~merker/Enseignement/Analyse-Complexe/analyse-complexe-pdflatex.pdf
https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~merker/Enseignement/Analyse-Complexe/analyse-complexe-pdflatex.pdf

	Warum Funktionentheorie studieren?
	Der Fundamentalsatz der Algebra
	Analytische Funktionen
	Potenzreihen
	Kurvenintegrale
	Cauchyscher Integralsatz
	Folgerungen aus dem Cauchyschen Integralsatz
	Nullstellen, Pole, und der Residuensatz
	Meromorphe Funktionen und die Riemannsche Zahlenkugel
	Das Argumentprinzip
	Anwendungen des Satzes von Rouché
	Einfach zusammenhängende Gebiete - der Satz von Cauchy
	Der Logarithmus
	Euler's Gamma-Funktion
	Die Riemannsche Zeta-Funktion
	Der Primzahlsatz
	Einführung in die asymptotische Analysis
	Probleme
	Projektvorschläge
	Englische Literatur
	Deutsche Literatur
	Französische Literatur

